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ERE- RER, Eik APR) 
STREGA TEA eT 
的 应 用 。 AEDA, HMR He 空间 
实 变 理 论 的 理论 部 分 , 其 中 第 1 Be Aes 
间 Fefferman~-Stein AUPE, 第 2 Bs: 
FY? 空间 的 分 解 结 构建 论 , BAe" Ss 
问 实 变 理 论 对 其 些 分 析 合 题 的 应 用 ， 其 中 
33 st SAA St PATBAR TE 
Ae haya Mit, Toe 4 eH 些 
ALAR FE H? payer pee. 

党 二 章 和 第 3 章 中 的 某 些 内 容 足 北国 
Sa WL TR, TIA A EA SES 
By eH FRESE AK AT. 

ABO E RS SAE R HY, i 
RARE rie. AAPA Za a AE 
论 等 方面 的 数学 工作 者 到 学。 
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REAL VARIABLE THEORY OF 
HF SPACES AND ITS APPLICATIONS 


Lu Shanzhen 


Abstract 


This is a monograph on the real variable theory of 
Hr Ch”; spaces and its applications to some rospects in 
anelysis ficlds. 

The whole book consists of four chapters, Chapter 1, 
Real variable theory of H? (I7) spaces; Chapter 2, Decom- 
position structure theory of H? (Ctr) spaces; Chapter 3, 
Applications to some respects in Fourier analysis; Chapter 
4, Applications to approximation theory. 

Tke basic theory cf Fefferman—Stein, the atom decom- 
position theory of Coifman-Latter, and the molecular dec- 
omposition theory of ‘Tatbleson-Weiss are  systomatically 
introduce in the first two chapters. Many recent research 
fruits by Chinese mathematicians are contained in Chapter 
2 and 3, such as woak H? spaces, olliptic Riesz means on 
He spaces, transference thoorem cf H? multiplier, and so 
on. The materials in Chapter 4 are fully contributed by 
chinese mathematicians. 

Th‘: book can be used as a toxt for oraduate students 
in uitthenatics department as well as a reference book for 
thoso mathematicians studying in the fields of approxima- 
tion theory, differontial equation, functional analysis and 


probability theory etc.. 
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MATER, HEF BARE EE SY CBIR BS A> Ste 
委员 会 兽 组 织 编著 ， 并 由 我 社 骨 版 了 多 部 县 有 很 高 水 乎 打数 学 池 : 
术 专 落 , 右 几 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数 衬 界 和 
广大 读者 的 高 度 重视 , RET RAM. RBS PEP BLS 
比 走 , 吴 新 谋 三 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 从 书记 作出 的 页 
献 色 今 仍 为 人 们 所 竹 俐 ,怀念 。 由 于 某 些 客观 原因 ，《 现 代数 学 内 
3 > 114 WO fe — BEST, 

为 了 适应 现代 数学 的 迅 妹 发 展 ， 更 好 地 反 申 我 国 数学 家 近 吃 
年 的 优秀 研究 成 果 ， DIAJ IB RR RS A BR A, Bat 
出 版 工作 ， 充 实 编 委 会 的 力 其 。 考 虚 到 不 少 颖 委 年 事 已 高 ， 经 间 
诛 纳 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 并 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ， 于 
1990 年 对 编 委 会 作 了 调整 ， 计 充 了 一 些 鞭 务 的 中 年 数学 字 和 学 科 
te SA, E T Bry Ba BS, 六 进一步 明示 了 本 从 书 的 宗旨 。 

* 现 代数 六 从 书 >》 新 的 编 缉 委员 会 由 苏 步 青 教 授 侍 名 从 十 编 、 
SREB REE, P/F BE REBAR. MBAR 
(或 审定 ) 选 题 和 和 企 Or, ETE BRR RR Se, 

《现代 数学 内 书 ? 的 宗 各 是 : 向 风 内 外 介绍 我 国 比 较 成 熟 的 、 对 
学 科 发 展 刀 加 有 引导 作用 的 、 辐 办 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
呐 我 国 数 学 研究 入 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影 吧 , 促 
进 守 : 科 的 发 展 和 下 内 外 的 尝 术 交流 。 

为 了 实现 了 述 宗 崩 , 本 丛书 将 竹 续 组 织 出 版 在 基础 数学 .应用 
数学 秋 计 算数 学 方面 处 于 学 科 发 展 前 河 、 有 创见 且 具 有 系统 完整 


2 THe SEHBA 
BRS FA SR AY) SO Re SR E Eo 
为 出 版 好 < 现代 数学 从 书 >， 我 们 热切 弛 期 望 着 数学 界 洽 位 专 


家 | 的 大 力 葡 持 和 悉心 指导 ， 并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 
见 。 


上 海 科学 技术 出 版 广 


1991 年 和 月 


我 们 知道 ，B? 空间 的 研究 已 经 历 了 很 长 的 时 期 。 古 典 的 Be 
外 间 是 在 单位 图 疝 上 战 上 尘 平 硬 上 由 复 变 方 法 定义 的 。 这 些 空 间 
的 理论 在 研究 古典 Fourier 分 术 的 问题 时 起 了 重要 作用 。 随 着 n 
维 Fourier 分 析 的 发 展 ， 睛 然 产 生 旧 将 上 述 宝 间 的 定义 向 交 维 推 
广 的 问题 。 星 先进 行 这 项 十 作 的 是 HE. M. Stein HG. Weiss, 
他 们 在 充 十 咎 代 初 所 建 并 的 吕 维 H? RR ELKEM GTE 
于 复 变 方 法 上 的 ， 而 切 采 用 调和 毅 数 的 方法 。 泡 论 古 典 的 Hes 
Jee ok oe aE 总 2 空间 的 理论 ， 直 到 七 二 年 代 放 有 了 一 个 突破 性 
的 发 展 、 使 得 近 十 几 年 来 关于 H? 空间 的 研究 成 为 现代 调和 分 析 
中 忌 迁 擂 发 展 的 领域 之 一 、 其 原因 之 一 在 于 实 变 方法 从 此 进入 了 
A? 空间 理论 的 研究 之 中 。 首先 进行 这 种 尝试 的 是 了. L. Burk- 
holder, R. F. Gundy #1 M. L. Silverstein, biH EA 
1 43 TE H 空间 的 一 个 实 变 特征 .接着 ,QO，Fefferman 和 家 
Ki. M. Stein 把 此 缮 采用 实 分 析 方 法 推广 到 % 维 ， 并 二 指出 定金 
可 以 用 问 复 变 或 调和 区 数 广 法 无 闫 的 多 种 形式 的 极 大 泌 数 来 刻画 
A? 室 间 的 特征 。 这 标志 次 A 空间 实 变 理论 的 确立 。 这 个 理 沦 
的 次 入 发 展 阶段 便 是 Al? 空间 的 分 解 结构 理论 的 建立 。 后 背 的 思 
FEL fais BA fe SS SO AS TS PRB SST], BREE A Ss fay re ZR 
成 为 - ANAS FR RETR BI. TI, H 空间 是 由 
Se BG WEARS oo a? ERA De Jd ey SA py “RE 
TAR RRR, ATA ae 召 ? gA “EAR TG BE” 串 做 原子 。 这 
BEB 2 HRT REAR OR” HG FE oe A SE HE. HE A 
Sat Be, ART DRA AS) By a Pee A AR 


2 ti B 


É. FRM, SE FH? 空间 的 元 素 是 否 具 有 某 种 性 质 时 , Bit 
原子 分 解 结构 理论 ， 往 往 只 震 涛 虑 任 一 原子 是 否 具 有 某 种 相应 的 
性 质 , 而 对 后 者 的 研究 , 几 季 原 季 本身 所 有 具有 的 实 变性 质 ， 使 得 问 
题 变 得 相当 简单 。 正 是 出 于 这 个 缘 放 ， 分 解 结构 理论 在 研究 许多 
分 村 问题 时 得 到 了 广泛 的 应 用 。 虽然 A? 空间 的 分 解 结 攀 理论 产 
生 于 七 十 年 代 中 期 ， 但 它 的 思想 各 方法 至 今 仍 在 影响 着 对 其 它 册 
数 空 间 的 研究 , 而 它 的 理论 也 已 渗透 到 其 它 数学 领域 之 中 。 

本 书 分 四 章 。 前 两 章 是 总 ?空间 实 变 理论 的 理论 部 分 。 第 二 
音 以 篇 短 的 篇 屿 介绍 了 Fefferman-Stein 的 理论 ， 出 对 于 Stin- 
Weiss 物理 论 ; 则 假定 读者 是 已 知 的 , 这样 处 理 的 目的 是 使 读者 尽 
快 地 进入 现代 理论 的 前 没 。 第 2 章 比 较 详 细 地 介绍 了 如? 空间 的 
分 艇 结构 理论 。 除 了 这 个 理 论 本 身 外 ,还 涉及 到 A? RRS Al, 
算 子 在 H* pR, AR BeOS. ROA A YY 
SRA EINER, HEARN RTRY AD REN. Jah 
章 内 容 着 重 说 明 A? 空间 的 实 变 理论 ， 特 判 是 分 解 结构 理论 在 解 
决 分 析 问 题 时 记 起 的 作用 。 第 3 章 是 研究 调和 分 析 中 若干 最 基本 
WR A? 上 的 有 界 性 质 ， 可 以 说 其 中 绝 大 部 分 的 结 采 部 是 很 
基本 的 。 需 要 指出 ， 第 2 章 和 第 3 章 中 的 茶 些 重要 结 当 是 作 填 太 
其 研究 生 的 研究 成 果 。 第 4 章 的 内 容 是 以 作者 及 其 研究 生 的 研究 
IRA EER, OR AR BRAUN He 襟 间 的 实 变 理论 , 特别 
是 分 赂 结构 理论 在 研究 H 中 的 道 近 问题 时 ， 仍 十 一 个 强 有 力 岗 
LERH. i 

Æ BE EEA AE BE a Bie SMe OF A E A MB 
Ue BESS I AE a ET A. EK RB 5} SE E E OE 
1988 咎 南开 数学 研究 所 举办 的 调和 分 析 年 会 上 向 全 国 高 校 部 分 
RRERRM A. BRERA Sie, 但 限于 作者 的 水 平 , 闪 
中 缺点 和 错误 必定 还 不 少 ,县 请 专家 和 读者 给 予 指出 。 

应 当 指 出 ,本 书写 作 能 够 完成 , 首先 要 感谢 美国 St. Louis th 
Hew AAR Guido Weiss 教授 ， 作 者 在 该 校 访问 的 两 年 期 间 ， 同 
AM +a MRA TE, SABER. Th BRP Ay se BE Ee 


前 8] 3 


本 书 第 2 章 的 重要 素材 。 同时, 要 感谢 中 国 科学 院 学 部 委员 ,北京 
大 学 程 民 每 教授 ， 以 及 北京 师范 大 学 孙 永 生 教 授 对 作者 的 一 中 文 
持 和 鼓励 。 特 别 是 程 先 后 主持 的 1988 年 调和 分 析 年 会 邀请 作 者 
(eS? 空间 ”的 讲座 ,使 作者 对 本 书 前 两 章 主 要 内 容 有 肯 一 次 改 尝 
实践 的 机 会 。 最 后 ， 还 要 感谢 王 昆 扬 博士 、 刘 短 新 博士 、 浊 邢 平 
者 于, 张 严 博 士 . 汇 实生 问 志 、 戴 龙 祥 同 志 、 陈 国 只 间 志 、 刀 机 林 癌 
志 等 ， 他 们 在 作者 授课 中 所 提出 的 宝贵 意 抑 改 止 了 本 书 急 到 中 的 
ASP RRs EAT FG RT TAR EE RY A R BE OTR 


陆 善 g 


1990 年 夏目 北京 师范 大 学 
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第 工 章 


HP CR") 空间 的 实 变 理论 


1 Ae) Zsa EM 


十 典 的 HL? 空间 基 对 一 类 解析 函数 来 定义 的 《参见 Daren 

[Da Lim 4ygmand [Zy 1]). TRÆK Ace), Jesii — i 

满足 下 面条 件 的 、 在 上 上 半 平 面 RI EATE ART ETAR E e: 
sup | [A(z + iy) | Pda< oo, O< pco, 


JEN d 
nT uE RB, 34 FE HRI E, FE Sk AE A E 
lim Re{F (e+ éy)} 
Vai 


JLAE READE E (CEOE ROPER HEE R EAA. 为 
Hs HAR — H 五 % 2 和 中 元 素 的 实 部 边 值 组 成 一 空间 , SEER EE 
Sk £1? GR) 空间, 地 

Re Hr RY} = (Ff, f(a) = Um Re {F (e+ ig}, FE Hr )}, 


后 面 将 四 到 ,这 个 RHR) p> Reh LCR) 一 致 的 ， 而 当 
U<pal Ely Oak Ae A, 

Ray m HE Fourier 分 析 发 展 的 需要 , BAER ReH R) 
jal eitan FAY ib) BRL, E. M, Stein #1G. Weiss Æ P F (6 Ef 
CRD TSS BB A ie a A Cauchy-Riemann 条 件 这 一 事实 ,担当 
T Cauchy-Riemann 方程 的 概念 进而 定义 了 空间 茸 ? 
(AYU Cal E. M., Stein, G. Weiss [SW 1]), HSH, 4s 
一 组 AY x (0, co) ERRITAR 

E Ery ey Buy Y) = Cyl, ry Vag YJ very 
Ual Era ty Lay WD, 


ff ST rr ee | == ee ee =: 


2 Hr Re) FAURE G [第 工 章 


+ iad A Yt Cauchy—Riemann 方程 


(Uat, <n), (1.1) 


Ep ry, DATE, RES 
HRY =P READ, sup fp FE, 9) rds< of, 


同样 ， 可 以 使 用 HRID 中 元 素 之 第 一 个 分 量 的 过 得 米 定义 实 
TRY 空间 ， 
He H?(R*) = (f; f(a) =1im wls, y), FE HAR}, 


WHE HH, Stein 和 Weiss 定义 He 五 5 全 9 时 ,对 指标 尼 有 如 下 的 
baal, po tn-L/n, RÆ, A. P. Calderón, A. Aygmund 
(CZ LETRA, AIS TO p< p<) 有 定 
义 的 空间 ReH (RY, 并 通称 它们 为 实 Hardy 空间 。 

到 此 ， 己 注意 到 Rel?(®) 是 对 一 类 解析 区 数 来 定义 的 ， 而 
Rc 五 tC 和 R") 的 定义 方式 也 是 由 解析 函数 的 性 质 演 变 而 米 的 ， 从 某 
种 登 关 上 来 说 ,Re 吾 ?( 玫 的 定义 方式 世 同 解 机 闭 数 有 着 密切 的 天 
系 。 到 了 七 十 年 伐 初 关 ， 一 个 涉及 空间 Re? KAS IL Be 
事实 被 发 现 .事实 上 , Hardy 和 Littlewood 很 早 就 指出 : 如 Fe Re 
A(R), 则 f i) Poisson 非 切 辐 极 大 函数 

PEA @)L sap | fsP ly) | 6 LCR), 

19714 D, L, Burkholder, R. F. Gundy, M. L. Silverstein 
[EGS 1] WEHT Die iret. E ATA 以 AFA 
Poisson EHARA AA PEO BART LO RAE 了 是 否 属 
十 khef*(R)T, WA, RoE R) 的 这 个 特征 已 完全 不 需要 异 肢 
解析 汕 数 的 方式 来 描述 , 有趣 的 是 [BGB 1] 前 证 明 方 法 是 概率 论 
Fik. 1972 42,0. Fofferman, E. M, Stein [FS 1] 用 洋 变 广 
法 把 上 述 重 要 特征 推广 到 了 % 维 情形 ， 从 而 产生 了 空间 Reid? 
(87 的 一 个 等 价 定义 。 


dk CH mat a 


$1] HEY (Roy 3s TNE 3 


定义 1.1 设 了 为 RY ENB LM, Py Poisson 核 ， 
如 果 了 的 Poisson 非 切 向 极 大 函数 
PEP OA sup |CP (| ELR), 


WERTER HRY, 其 中 集 {(¥, De [yaje 是 REY = (Cy, 
Dye R", t>O PRR RM, H Pi) HPP (e/t), NAHE 
Ws FEH Reir Aige HCR), 

注 1.1 AF PEFC, 其 中 (为 Sochwartz 2, Hoy 
一 般 的 级 增 广 六 函数 FE F'UR), Poisson 积分 可 能 完全 没有 意 
SQ. Seip, GES LT pA FO a RT Ss 
MR, AULA ELA HP EE Ps BR TY fe Be PE ST. 
使 得 Poisson BAF LP RaSh, URES bie 
PATIRE A MAA, id 

Dna= {ECO RON, De pc L (2), Wa}, , 

Hota n BR, D 为 微分 算 子 ,Dr 的 对 偶 空间 (Di0' AF 
有 好 下 的 关系 Cal, J. Barros-Neto [B 1), FEF (R “MAT 
PTE K=- K), f+ fel fe Dio’, A 
ih, (uy 中 竟 元 素 比 起 YF PRR Aa RIE 
tO. MRS’ PAB ERE, IB (Dr)’ 就 是 一 个 具有 
“KR Me, A, Poe, Pe Dn, Bik, 4 
任 一 了 E Du), fe? ERE. RAZ SLI LP Sf. W 
Hoth, WE AAT BAR See 

Bye, eR) 的 一 个 自然 拓 广 BC. Fefferman, 
N. M. Rivière, Y. Sagher [FRS Jj pee H(p, q, Re 

Hip, g, RD =E PPE DEL, 9, RY}, 

Hp Lip, 7, RA R" 上 的 Lorentz aii), HESTE E, M. 
Stein, G. Weiss[SW 2], BR, Hip, p, R) = H'(R"), - H" 
g>p ht, HRY CH(p, 9, R), Hip, 9, RERA Lorentz- 
Hardy 空间 ，。 


4 Hri Rey Saye ee LB 2m 


$2 非 切 癌 极 天 函数 


MoE ML. aba ih, BAR eC)! 空间 并 不 是 侍 助 散 术 
Pag HOPE OL IAT ae SCR), (Ae Se RAY) Poisson H 32 8H, Boe MO AS 
AL oe SSB Va A aE, TE, 自然 产生 如 下 的 问题 : 完 
X 1.1 中 的 Poisson al AIL AY ae SR A SEO. 
Fefferman, E, M. Stein FS 1] WEHT EME. ilsi 
BET oF W926 3-6 AA o WAEA EA E. 


定义 2.1 Wee Y(R), Aloc@des1, mE 
qf T) E) = sup (fp.) |, 


bee GRC Py FA e FED RA Be. 
AU DRK TIDER, 需 先 建立 儿 个 引 理 。 


引 理 2.1 2 pE), H {e@de=1, 则 对 FE — PEF 


CR), LRT NEN, BA OO Ee F(RVO<i<)YuiRme N, 
使 得 | 
G) ve) = | (p80) (edt 


GD [a+ faly"le@(@) decom sup (+ [ui 
Re we Kt, || ait 


| Dep) |, 
HH a P; n Hp. «= (ars , “rts Ba), l&i == Oy + Tt Bey Li A 


tex t 
Day (u) = rs was PCy es tada 


证 明 任 取 一 EE 忆 人 1) 并 满足 
E( 和 = 说 DEL， 
FERN g, 31/2<1s1, 
AR EO) =0, 0Dsyssw +1, 注意 到 


give 
“pee! (prt Ap) 


N +2 T 


381 -- “TE ED aR ok oo Be 


= fy .mine 


fitti yer 41 
og, gins A 
" Pr- arp * jenn 
HP ¢ y(t gall +1) ASE ER, Mii 
OC) (ey = DEEG > Cii, ty EN 


fitt i 十 1 


.(- Os Speak Art Pr mb) @) 


. of ote 
— GTN ES Cp, ep. eh) (2), 
; 
N+ 


则 不 难 验 证 8 外 满足 (和 (5)。 事 实 .上 ,对 积分 


l N+1 
i= (| em Sn (pre Me) pd 
a, ret 
N+? 8 
基于 变迁 了 分 部 积分 V+ 1 ek, ATS 
1 
f= Pirn ah +P T ol EETU Ci pe oe dé, 
? yr? 
Nile N42 重 


注重 到 
四; wp HP | ;0 =lim Pe (Meo ep), = $, 
mi) ET 


] 1 
$= I | cg ap t= | onde, 
Nid 重 
lit, (DR w. ER, BTR 
EO CD jO 
Ay Al, AWE Ci), R mk: 存在 mE N, 使得 
”oO Pe Gt De 
=C sup d+ jo men Dey) 


HE 
EI H, 


| A+ Ja Ds IC pent) (2) [de 
N+i# 
=O sup (Q+ laD)™ "i Dey], 


HER, el am 


dt, 


6 Hr(R*) 空 间 的 实 变 理论 [第 1 章 
以 上 两 式 的 证 明 相 仿 。 下 面 仅 给 出 第 一 式 的 证 明 。 取 一 mw 守 入 + 


1, 此 时 


fa Wa Se) |de 
=| G+ lep” 


=| {1+ jej)” L5 spt- Ey ory dy [ax 
= sup (dleet Dap] 


uR”, lr ke 


.| (Fr fe)" + yh 
| |. Se j ply) {dx dy 


< Sup (b+ Juj)" Depe) | 


eR, [oe g 


| + iy lp | 


$ OO dd 
Re — i; mta Ya 
(| (1+ Iz2— ty|) wr) 


Sir pn) (2) |a 


Hy i shay 
zP fer oD le GEO |e 
<0 sup, (L+ [uli Dy |, 


现在 ;再 来 考虑 


gi 
oct. pact g” (1 + | x D8 


(v= ont . He J ler. 


HWE O = (be 8 oe), 并 使 用 上 面 已 证 得 的 不 等 式 , 有 


人 ar He)" | (de 258s 9 See) (w) Lae 
«0 sup (1+ eD" Dahan. 


thE REP, |e | ts 


注意 到 Deyo = (De oe Pe eu), ew Jal ie Bi A 


d+ | 
= dr [ul pet |i Dup) u) | 


a an 


$4) AFD eR BR 7 


= (1+ [ulm 


oF 
fa gg D" Piu ty py 
a la 


| Gr lejde. yp lay 
R” 


i 


{1+ |u- fy | ) Tn 
sup (1+ fae [mts Depa) | 
we R". a iirhs 
|. CL + [ype l@cy) dy, 
H et ae IE Ei 
haaf + le Da oep aBa Yeo fae 
<C sup (1+ [ulat | Dap) |. 


tt 
对 于 一 般 情形 , 同 理 可 得 
‘ mt Iwil 
obs a C+ EDY | (ia aenn OE Pee) o) [ae 


gC su (1+ fu pm") Dower) |, 


He Rosia tatim ae tl 


ELAP Hs =. Ht, PRA BIE ASR, 
引 理 2.2 EPIO ELIR), O<p<o, MEE PE F 


CR ， 使 得 (p@do=1, 以 及 径 向 极 大 函数 
PEP Asup| (Sap) (æ) l E ER), 
WA 取 一 上 EC"[1, co) NELL, o), 并 满足 


wa = {0 4 K=0, 
: 0, 4 KEN, 


不 难 证 明 , OPES V A ERC E. M. Stein [St2, P182]) 
4 
p (+) = fuc) P.ca)ds, 
WEE ES, REM GE F, EXE, 
PE = fpl) deo 


i Hr: Re) E A i Ee [第 1 章 


_ [ves)B, (E)ds 一 EO ds . 


Thie, PATE Ae PR EAT A CE) 在 无 穷 远 处 速 降 ， 并 在 除 原 点 


外 光滑 , 又 由 渐 近 式 
KDS ODE S ads Oe1 
bag 1 1 
和 访 的 任意 性 可 知人 参 在 原点 也 光滑 , 歼 旬 ES。 其 次 ,容易 看 出 
[ede = B00) =1. 


最 后 ， 
(Ff) (@) = sup | Cf s.r) (2) | 
= sup! [PO (Pa) (ads 
<f"ly(s) lds .PECA) (2). 
ERTEM, 


引 理 2.3 设 pE(RD，|etz)dr=1l， 以 及 0<p<ce。 若 
gt Fie LaCR), ， 册 人 8 foe (R), H 
IESP) lo pna FEF) los 
证 明 jH Patou 5/38, RUE 


f t N 7 p 
[spf OC i Arep ae 
se aif ECT) Pp (2.1). 
汪汪 Id 
Ne) SUP (Fa pe) CY) i(-, + ya +ejy DY, 


Hap Oech H i 4 N RM, why E L(A LOR), 

WR Cpo CG) BR Ae Me S ERER REA, BRR 

AR RS 6 Alm, 使 得 o. 
FreD sup + lel) Diely- 


HF DIA KF CW SHARD AT. PROM ty Re RBS 


TT ee = 


8 a] SED AREA Be r g 
E. M. Stein, G. Woiss[SW 2])。 由 初等 不 等 式 


(HH Y <a+le-yD', r>0, 
易 得 

[CFsp ) aD EO + lyf oP ent t fej)? (Dig. tw) |, 
注意 到 
ee limit, 4 act, 
serie pI, we L<t< Le, 
HOP gills Sup (+ lol)? Dept) |, BMS NAN, 


sup, (+ [uD Des |<} 


t 
ite 


Fem (ot) tely) xe. [yl 
Te 
ut, (H<C, sup (14+ leu Mia Cyl + e 
1 | -上 
BSN RSA, why EL (RY NL CR), HR Mid 


. , ££ N E 
Vžy yz)= sup | (fee) (y)! se) (l+ely|)-¥ 


VERA Fel /se 


(ey cr) 


Utx(a)= sup HVDa Ey a tell. 
BU AS EWE 明 
l Ffy ip Og | Uy los z M>n/p, (2.2) 
以 及 
Us Cm) CV Ey (E). (2.3) 
BEE, ut Ke CT A 


rp) WI) + ely uty 2), 


4 rE Bly, O. 
注意 到 Bry, DEB, -y +H, W4E— pi (0< p, <0), 


10 He Ree ES eae (Ale 


ELA (一 a y G+egD t 


1 al i 
Sm DT aun Mead" ae 


la-—yl+eiy 1 
<c ( 7 a? Bia, læ-yl +H] 
: | {ux (2)} dz, 
{rrr tt) 


it, 当 — i 有 
syyle PC HL (UfR), 
其 中 HLF) 了 的 Tardy-Littlewood RA me. 由 上 式 以 
及 HL 棋 大 函数 的 性 甘 便 推 得 (2.2)。 其 次 , 由 于 
EV Fep) | = | f#(Vo). iy) | ， 
以 及 YYpE &, MSH 2.1, Ve 表示 成 


1 
Yo = f prt mdr, 
其 中 Bee, 0<7T<1。 Aut, 
tV, pi rs 


=(+; tee Y (Eey 


<(*_)" (1 +E CAR S | (Fap) (yz) | 
(A) (2/8) i "dz ar 

| 
+ lg) (2/8) tsdzdT 


) G+relyD-s 


k furore (yds| 


CV Bye) f | MCL Jw E 0 cw) Hdwar 
ECFE M (x) . 
ER RaRa TSE 2.1dD mae, Mi, (2.3) 式 得 证 ， 
WEDA DAEA 
JUS, i <SO -A P 


§ 2] ABD [a] Re a Be i 


RG. Mic E, = {2, UF 5 (2) aC uty lth, BC 为 一 待定 党 
数 。 容 易 看 出 ; 当 取 Co 足够 大 时 ,有 


| ee) de< gp), Ute} ?de 


< 本 | ež dx, 


由 此 推出 
{ers} edve2 {| fete)} edz, 
me Ey 
因此 , 为 证 (2.1) 式 ,只 需 证 明 
| egs(oiedz<c| (at f(w)yedr, 
而 府 一 式 可 由 不 等 式 
ufa (2) <O (HLEN (0), EE, (29 
和 至 亏 极 大 函数 的 性 质 直 接 推 得 , 其 中 0<r< 2p。 因 此 , 余下 只 需 
ERD. LEH, hua KEN HEY, DERM, 
使 得 lzs~y| <i<t/e, UR 
few (Gh) ately >ur), 
(ai ED, 的 定义 可 知 , 当 ce 如 时 ,有 
t VC Fos) O K(i) ately ute), 
= [s-z] LE, 
由 以 上 两 式 便 得 到 
tv fap) 0) | OL (Cf) (1, 41-21 <6, 


伺 出 中 值 定理 可 知 
| (Fap) (w) — (fae) (y) | 


<5 (fap) (9) | ， 


当 we Bee, Hn By, 6/201), 
M4 we Ber, ON BY, tf2 O00) 时 ,有 


| (fae. | =F | Fe (| > tra), 


ee rr re en e e a 一 一 sr - — Š —, 


{2 Hi? Ro) Z Scat LA 1# 
其 中 ce &,, 0 时 ， 


HLD T@S- 19 F) Gey} dew 


EBT É) i m z) 

工 
{Ba OF 
dua nBiyst/ 2C} Cf Cn a 

0 fut y(@)}", 

于 是 , G GARE S| BE. 

出 引 理 2.z2 和 引 理 2.3 EM POCA) Wer O 
间 的 一 种 关系 ， 

命题 2.1 着 PC 有 EL?(R"),，0<p<oo， 则 存在 一 PE 多 
CR"), 98 

[p@)dx=1, off) ELR, 


以 及 ECD la ECan IPIC) ile. 
3 Grand 极 人 大国 数 


在 上 一 节 中 已 经 提 到 ,GFefforman, E. M. Stein [FS 15 
ERTEN 1.72 中 的 Poisson P WDA Be pe EAM BOE PR 
和 (关于 这 一 点 ， HEP TEASER). MoAA ee S, 
Het MRR EMI ph Pe. CPS T] 还 进 -: 步 指出 , E 
ay CAS SEO ee ©, Th tp tone ea A, ASE 
PRCP RHEA A, REBET LA FJ sup př of) 来 代替 定义 1.1 中 的 
£307), AT Ke Ase SSE ee, 

wee 3.1 PemeN, aig 

下 = {Pe F(R", SED a+ lajati Dew lec}, 


ARs FRCP) = PoE DEH S A Grand HAK KX. 


为 方 伍 起见, 记 


有 js sup (+ jufjm**|De@(u) |, 
me, | 也 | acts 


ae a AES 


a | 


8 31 Grand Hk Hd 18 
Meet, FS Cx) ESS? 
IR) = sup | EMC F), 


= 
fess 2, KAA 六) 在 eR) 的 原子 分 解 结构 理论 
中 起 重要 的 角色 ,出 本 节 只 研究 OE Oe Nw) 及 PR A@ 
AY Se. TE, ACTS A) Pal ROKR E 
k x)= E * o i $ 
pri fic) = eb iF Pe) Y) | ( le- y] <7) 
Wi sf I e* JI CIZA RAR. 
引 理 3.1 HOE F(R, {p(w)az=1, 0< p<, 以 及 入 > 
n/p, FPR) € LCR"), WW er D ELR, H 
由 Ce 六 | 
证 明 igcan/A., 15 4 用 (2) 的 定 头 可 知 
ie fag, ) Cy) i ' sf), 4 1€ Bly, E), 
注意 到 B, OCB, r- a 便 有 


FO) Sy i aag OO 


<o (UEY ARDO. 
由 此 推出 
(ORS) ECHL NIE), 
注意 到 9<P, WHER HL RK RR EI 


f (PiL) CE) Pde =<of (HLI gA FD) Ph dy 


<C | PEC rde, 
RR" 
SIRIË, 
引 理 3.2 pes), Hlp(@)de=1, 则 对 任 一 EN， 


有 
OEE EOF 
其 中 常数 C 同 fw 无关, 而 mw 之 和 +1， 


— pe ee 一 = 一 一 一 一- 一 -一 n 一 一 一 


i4 HP Reyap SE e [第 工 章 
证 明 RPE Y, 由 赴 理 2.100) 可 知 
l 
®=| poids, 
“Fe, jr- yli 时 ， 
| ( fa®,) (y) | <| | | (Frp) Cy 2) On (2/2) [t dz da 
N 1 jz-~y+2{+st | 
- Ol ¢z ft) |i "dz ds 
I 
<2 eh fy(@)| | s+ (wl) 
-Joe cw) [deeds iPl or A) E, 
bE BUA EA DT 3) 2.10) (hE 21 的 证 明 可 知 ， 需 取 
mizat i), ue, 
由 引 理 3.1 和 引 理 3.2 便 推 得 
命题 3.1 hee ¥CR), | e@de=1, O<p<oo, Uk 
molin/p, Æ g* ELR), W ARE LPR), H 
[A ply, pf) lps 
PH. Gate Jie) PSC SWRA. 
命题 3.2 HO0<p<o, BPE LR), WEE fa 
FORA BC, 使 得 
Pe fi@<Cf*(), 
证 明 JER YE CER), 满足 
_ i, 3# tay <i, 
vw -io % ly} >2, 
Rid PCy) =o (6yP iy), UE de = 27%, Sil 
Pey) = Phy) + SPY) -Pr WA BY PM), 
FTE, 当 la—yl|<é tf, 


(PIDE {frP | 


33] Grand RK ES 14 


<0 $ 2°*|(faQa (1, 
EP QU) = Wu) -PUP u), Blt, ley] <i A 
| FAP) (WI SC $ 27 FRE) i wa 


TERRES, 便 知 命题 的 结论 成 立 。 

出 命题 2.1， 命 题 3.1， 以 及 命题 #.1 便 四 接 挫 得 下 面 属于 
C, Fefforman 和 E. M. Stein 的 基本 外 果 ， 

定理 3.1 RES R) 0<p<%, UR m>lin/p, Mi 
下 列 几 个 事实 五 相等 价 ， 

(i) fe HGR"); 

(iD HER EPR), Hlo(@de=1, 使 得 wtf) EL 
CHR) 

GID SRE LIR”), 

下 面 ， 将 对 SFM. BH 给 出 算 子 之 型 的 概 
4p, ERAT Toe" 上 的 复 值 可 测 函 数 映射 成 复 值 可 油 图 数 。 
mE TR 

T+ fO@ (<TD @ [+ Tf @ |, TER", 
MERAT TARE, MEXA HRA. WR TM 
A W L 内 ,并 请 足 

IZ Flesh flix, 
HeCHS IHR, WHAT TNS, LIW., 如果 上 述 不 等 式 
HTA 
ER IT EŒ, >A SCC F A? 
sees, HCG FA IK WAP TAA, LMA, E 
FES.L HH, PABST T, foe, E (H, 上 7?) Bi, FER 
出 ; 当 pS lh, RAR THA HERE. 

命题 3.3 Hemel, p>l, 则 成 立 

(D 算 子 了 Fr 为 弱 (2 LOMAS 

(iD 算 子 工 fosh, 为 LL?, LP) aw, 


PP r 


16 H Ret) Se TIS EA [i 章 
证 明 BR, TAL, LORK, WEH Marcinkiowicz 4 
TARER, (区 的 结论 可 由 (直接 推出 。 为 此 ， 只 需 证 明 (D。 
Bley! <t, 并 任 取 一 四 Em。 显然 
. cef p{( 22 
ewi 0 e (G) 
如 记 Bow) = {zs [yg 一 z[< 台 ,以 及 
EGD = {4:91 ly a| <2"8} , 
LEN, MEERE DEK, REREN, 


dz 


+ 


1Cfa®.) (WY) iP 1 FO dz $ Qo (+-1} (nap 


‘Vestn FO jaz} 
<0 $) emam) f 


Bly. Jkr} 


omae) | f(z) [dz 


| F(z) [de 
ot? > Bohm cout ~f 
aC HEF) (@). 


Bix 


由 此 推出 
fala) EOHL( (2), 

BIE, () 的 结论 可 由 上 式 及 HL {RK E A FE R EO, TEA, 
作为 定理 3.1 A SO ERR, AS ETE HA F Re 
推论 32.1 liepose, M ACA) = LIR, 

因此 ,对 于 实 A SA ROR O< pal, 

3.1 从 定理 3.1 Pha. Poe AS 

价 ， 

Cl) FE HR”), 


(2) 存在 一 pe YR), [p(ade=1, 使 得 
et A ELIR); 
(3) 存在 一 gE 9 (Rr)，|p(z)de=1, 使 得 


pe(f) ELR"); 


ee par | elit = — = 
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(4) PR fe Lec"); 

(5) jee LR’), 

op, Ct. Fefferman, E. M. Stoin [T8 1] mith f al 
mew S (PRAA MCR), Rabie, 上述 任 一 盾 实 又 等 从 于 
FH 

(6) SCPE Lec"), H lim (FP) =O, Hip 


SAS] ivcrePog@ perya, 
Tir) 
及 ræ) = {(y, HERH, ly -wl <t, 
注 3.2 对 于 周期 情形 , 实 五 "(T") 空 阅 可 以 类 似 地 定义 。 设 
内 期 绥 增 广义 函数 了 具有 形式 上 的 Fourier 展开 
Fw) D aer, 


WR RAE 3.1 中 的 {和 9 作为 周期 情形 下 五 ?空间 的 定义 方式 ;元 
Hee EHTS, 是 指 . 
PRP) Asup, Pan (th)a.( fet **| € LTY, 


辐 样 可 以 证 明 , HATOLAR CEDERE E. 例如， 上 
述 定 义 中 和 的 了 oisson 核 卫 可 以 用 任 一 gE KIRA, 其 中 


{o@)ar=1, 


其 次 , 也 可 以 证 明 ; 4 1< p<oo 时 , B(T) = Le(T), 

注 3.3 关于 A(R) WLP RE, RTE- 中 所 列举 的 ， 
AK EA. Hin, A. Uchiyama UO 二 得 到 了 A? 的 三文 
Littewood-Paley g žr tE., B Semmes (Se I] 得 到 了 A? 的 
An oe He BEG OS. Y. A. Chang, Z,Ciesielaki(CC 3) fy HT) 
fy FY: Oe EK PGE J. Le Rubio de Francia, F. J. Ruiz, J. L. 
Torres [RRT 本 得 到 了 Bt WPH Pa IE. SR, Y. Moyor 
LMe AHAT A 的 小 波 特 年, Me be RAR RA RA 
GE TE. 

$3.4 A. Miyachi[Mi 2] Æ TEIR Oc &* ER Hardy 


一 — -m ee OE err 一 1 一 -一 -一 


rt nr rr 


18 A(R) 3 Eee [al 


空间 互 ?(2) 。 精 确 地 表达 如 下 , 设 
pECECR"), Supp wc ER", |e] <1}, 


EB [pode 
又 设 S AE RART, HE FESR, EAK 
BH By 
PCF) (m) =supti if, o.(@—--+)>|,O<ct<dist(e, Q°)}, 
称 TEHO), 是 指 pD E L. 
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-bm rih rt -rr r. urre 


BL 
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Hf? AR") 空间 实 变 理论 的 深入 发 展 的 一 个 标志 就 是 它 的 原子 
分 解 结 构 理 论 的 建立 。 了 及 . R. Coifman [Co 二 首先 合用 了 Grand 
RABE GPCR) 的 元 素 表 示 成 一 列 基 本 元 素 的 亚 加 。 研究 
PGR) 上 的 某 些 分 析 阿 题 被 归 铺 于 这 些 基本 元 素 上 的 某 种 性 质 ， 
从 测 使 问题 谈 得 简单 了 。 这 些 基 本 元 素 被 称 汶 原子。 现在， 首先 
给 出 原子 的 概念 。 

定义 1.1 HO<pcl<qco, pq, ERE 


ata 
8 =| 以 p -1)| 
Gis Le] Ay e ARRO. SAR Baa a (a) € LICR) 满足 下 列 条 
(F 
(i) suppa Biti, r); 
(ii) Wat sci B rg, r) rP, 


(its) a(a)xtda = 0, Oc, a sg 


BW BR Ce) AES TE Xo ALK Cp. g, SERS. eH, (i RATE 
HARIRI es (ii 区 是 原子 的 尺寸 条 件 : 而 (Ci 本 做 原子 的 消 
RERE. b QER Bro, r) 是 到 me 为 中 心 .Y 为 半径 的 球 
iE. 

ER (P, ©, PME, 1, DRT pca<oo, WE, 
定义 一 类 击 原子 生成 的 函数 空间 。 


———————— ER rb ee ee, 


20 机 (更 w 室 间 的 分 解 结构 理论 [第 2 章 
定义 1.2 JAF Hardy 空间 Bye) Ap PRR TR Me 
HPR) = {fEP(R), f@) Enae), 
等 一 Sunfz) A Cp, g, 8) ET, H Soke F< oo}, 
ME Fiare = FCS! ALL), SOR RE FY 
Ay f = Eht 而 琅 的 , MAE, F724 AN GCSES 
of, gp) S=- PERE 
构成 一 完备 的 度量 空间 。 特别 地 ， He CU 为 Benesch 空间 。 
R. R. Coifman[Co 1] 证 明了 He?*(2) = ACR). xe RR APCR) 
He AE Ge A) Deo RO TRAE WE, 来 
陈述 Coifman 定理 ， 
定理 1.1 HO<pcl<qanw, pg, URE BRS 
Ls -1], 则 本 ?CR = Hr(R), 且 
fe ar 
在 还 明定 理 1.1 CA. eT UST 
引 理 1.1 PER RG DQ = {tiyEC, aycexayth, oy 
Syth, Fu fe G Ap, 则 


| jule + iyo) ulet tiyo +h) ]} de 
+ {a (ro + ay) + U(tyt+ A+ iy) dy 
ie 


=2[ dul tat t+ OTTAR t ADN, 
证 明 不 失 一 - 般 性 ,可 设 (ro, yo) = (0, D), RAT, Wo 
AS FSS AG pel A be BY, FP E 
Ff, =2*(1 +e} (utev), k=0, 1, 2,3, 
ia ACA, B,C) ARP Rh ASCH Ra RNS APA e 
上 由 解析 函数 积分 的 Cauchy 定理 , 得 


PCDdz=0.5-0 1, 2, 8, 


= ne mee reed ee PP eS e — rp ee A r -= 


时 3 m F al 
其 中 Ao= Ai, 0, 1), A= ACL44, 6, 0), As=A(l, 1+6, 56), 
WI A= A(0, 1, L+) Re, 6 

Re($, fa(z)dz )= 0， k=0, 1, 2,8, 


LAI. RA Re PE EE, 

定理 工 土 的 证 明 ”为 简便 之 计 , 这 里 只 对 p=1, s=0 的 情形 
MER. Heep AE d, g, O RF, 4 满足 

(i) supp@cd = fe, æ- gp <a}; 

GD jal <(2rye™, 

(iii) fatads =0, 

tlie & A a hy Hilbert HES 

j lace) [de = ām) de +| ja(e) dr, 


|je—rel =r 


Wi Hilbert ÆRA LR) a >D 上 的 有 界 性 , 可 得 


hanan 


| lala) tecr lal, <e, 
lrer aIr 
其 中 1/9+1/9 =14。 其 次 ,由 (i 站 可 得 
| (Kw) de 
We 
`, 1 1 | 
o5 二 盖 一 - alyd 
| | r i re if a — tig Cy i 


Cf lam! (a 
PE, GELIR), H läns, PRR Rem. Se fe 
He O°CR), MED F (2) = DMa (2), E Pf- ae (d, g, 0) 原 


F» H > Ani <ioo, Fiat @ EGE Bete BE 
IF aC Shae: 


— AEAEE fe HR CBs Y. Katznelson [Ka 1, 
p.87])。 因 此 ， Tre (Rc Aa), UR 


diz 


yey: acy) ‘dy jire, 


2% Br Re) 25 Fe] SP RE Ee i 
Ef ln iw <O| Fi ar. pe 


TE HIERAASRA HRC Hr CR) BFE WR, 
Hid ue, y) = (faPy) (e), y>0. Mid = {TY PSF) E) > 2"), 
kEZ, Wy a 为 一 下 中 的 开 集 , 故 它 可 表示 成 

Q= UTP, 
其 中 (IP: 为 一 列 互 不 相 变 的 开 区 间 。 现在 ， 对 了 和 作 如 下 的 分 
fF 
FL) = Oy 2) + btw), 
其 中 
galr) = SF) 一 Je IE pm ($), 
以 及 
by (2%) = FEE go (x) +> f, mE, (2), 


其 中 Pee BERR, = 了 y|, Odi. FT KAEN 
lim Gyl) = Fia) a & (1.19) 
事实 上 , 出 调和 国 数 的 非 切身 收 伍 性 ,可知 
[Fæ | <P" f)(@), a 2. 
AA PH a. TPS = (8, b), HO TAIN Ese RG 内 
-EHE 2, OH SAE MAH LLL Mb, HORRY 
前 线 记 作 da Pde. MAb din de, 以 及 工 所 图 戌 的 三 角形 区 域 记 作 
A, Ae Ee @,, O€2,, WR QACI (a) Us), 其 中 
Pia) = {(2, WERT, -a| <y}, 
以 及 
r(d) = {@, p) ERY, lw—b) <y}. 
不 难看 出 
l(a, y) |max (P8( f} (a), PE 天 的) <2", 
4 (e, YE Q\A, BIKE H 


了 m 
rt 


ga j=l, 2, 3, 


$13 E F a3 


WS Qe OPS Oe PR RAIEA ILE, 而 其 它 记 导 均 
不 亚 ， Pl fe) EEA 


a rls. ul < 22*,s=], 2, 


| £ 
现在 ,对 Qe 使 用 引 理 1.1 CR ayaa, h=b-a, Eye), Œ 
得 
[ uc, edr =2 (| ut] u u)— (f utf utf a u), 
由 此 推出 


|f uc, e) az| <9-28/T |, 
Hil Lebesgue $2 fhiig Em, 便 得 到 
Tij F@ az| 9-2 


但 由 bse) 的 定义 及 上 式 , 有 
[on tw) | <9-2*, 


wih, EAH ORR. HK, 了 3(f) EL(R) 可 知 
lim [2,; =0, 
HER BH 
dina nt) =O, a. ©. (1.2) 
HC. AMAL. 2, f(x) 可 写成 
f(s) = vim = {Gul®) — Gurri(Z)}, ae 6 (1.3) 
加 注意 到 PRC Fi EC LICR), he 
[Ia CE) | SF) [+ | f, i DE, m (£) 
sH y DEN, uP (%) 
SLOPE A Ce), ae On, 


Ait] Lebesgue i Bi ee A, (1.3) AED HERY, F 
面 , ALS) SEAS EY F PR FAK SSL, 如 置 


24 HR") BBY oy A Ta EEE- 

APNE) = Sas (O) = EN F pa De 
其 中 age 27 IP 2, 出 

F(a) = È EPE), 
因 (L.3) 式 在 五 PRE KERES 中 成 立 ， 此 外 ， 不 难 验证 
supp er CT [Pæ [<= 1 (77, EAR 
{ayr(a)de = 0, 

因此 ，7 E HR), PE, ERC HI-"(R), iah HAR 
式 

DAPI KOR WA} <C | PUNEA, 

wk k E 
可 得 Flyer <C] hin, 定理 证 毕 。 
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O. Fefferman [Fe 1] #10. Fefferman, E. M. Stein [FS 
IAE i Ae > 1 的 情形 证 明了 如 下 的 结果 ， ACA) 的 对 
侦 空 间 就 是 F. John, L. Nirenberg [JN 1] 在 研究 椭 国 型 候 微 
4} Fy FS TE SN AES AS BEAU E FPP 5 tik 3) Bo 2 A} 

EM 2.1 BJE SELTA LH heh, 好 AR 
REA, Ce) 在 世上 的 乎 均值 记 作 

1 、 
fo= grl dr, 
AH lag<oa, $ Fa ii BRK 
wt 1 01 Ja TO -foldz “<o, 


WESTO 为 98 RACE IOS SRR — Og RA RCE LD yeh Re 
所 梅 成 的 空间 记 作 了 MD。。 当 = 上 上 时, 简 记 它 为 MG, 并 称 它 为 
有 界 平 均 振 动画 数 空 间 。 


$2) ACR S fa] a5 


以 下 ， 首 先 对 BMO 进行 某 些 必 要 的 说 明 。 SR, DCR) 
BMDI(RDD， 卫 这 个 包含 关系 是 严格 的 。 事 实 上 ，log |2|EBMON 
五 "， 对 任 一 FEBMO 如 定义 


| File = sup ror | Fæ) ~ falda, 


i AS EWE HA jeje 为 一 淮 范 数 。 事 实 上 ,有 =0 SAMS 子 为 一 
常数 。 因 此 , 当 了 MGO 中 两 函数 相差 一 常数 时 ， 如 将 它们 看 成 等 同 
的 话 , 那 末 BMO 便 成 为 一 Banach 空间 ， 

下 人 从， 为 进一步 揭示 BMO 的 特征 ， 先 引入 一 个 十 分 重要 的 
Oalderén-AZygmund 分 解 引 理 ， 它 在 现代 调和 分 析 中 是 一 个 基本 
LH, 

引 理 2.1 (Calderón-Zygmund 4# 37 JELHRŅ, MiZ 
{E— ADO, FE— R" 的 分 解 , 证"= Qf*U DP?*, 它 满足 以 下 性 质 ， 


(i) @=U Qi 其 中 Q% ERES, H 


a<- | Fæ) jde<2"n, 


1 
Q fe 
CGD FDE, a. e. @ EPA, 
证 明 ”首先 将 R 分 成 边 长 由 等, 其 边 平行 于 坐标 输 的 立方 体 
之 和 并。 显然 , 当 边 长 足够 大 时 , HTS DIRE WaT ea, WA 
cl | Jæ ders, 


其 次 ， 对 上 述 的 每 一 交 方 休息 ,二 等 分 其 过 后 得 至 2 个 小 立 
ARR). SHE UEI, 必 涉 足下 列 两 种 情形 之 一 


(1) | F(a) deh 


1 
1Q?| se 
(D Tarr F de>, 
将 满足 情形 (2) 的 OHA © t, 而 对 满足 情形 (GD) 的 O, BO 
分 其 边 后 又 得 到 2" 个 小 立方 体 {Q”}， 间 样 ， 对 任 一 Q*E R), 
也 必 满足 情形 (1 或 (2)。 子 是, 仍 可 依 上 述 的 方法 来 对 Q 分 类 ， 


26 H Ra (AA oF RARE [oa 2s 


而 且 这 样 的 构 作 过 程 可 以 类似 进行 下 去 。 显 然 ，@*= IGE 中 的 
UHRA, 击 且 满足 


| er er (fC) [de>a, 
注意 到 满足 情形 (2) 的 任 一 立方 体 Q% 必 是 满足 情形 (1) 的 某 一 立 
方 体 @ 二 等 分 边 长 后 记 产 生 的 个 小 立方 体 中 的 一 个 。 因 此 ， 

i i 1. 
oer les | f(#) [da <= iQ? fa | f(x) [dæ 
sgala (FO) Idec 2a, 
于 是 , ORE. 
对 任 一 EP*= 现 "\Q@*， 必 存在 一 列 满足 情形 CD 的 立方 体 

(Qn), E Qm 32, 以 及 1Qn|+0, 当 moo, py Lebesguo 微分 
定理 便 得 


F 5 lim -| [FO lata, 
因此 , Cu) AR ae, 证 毕 。 
Mid 各 (的 = [iE Q | f@)—- fal >a], W 
| FO ~ falde =| palada, 
让 此 指出 ,入 Mola) He AE AN 
Hom) <B!IQle >, VQ, 
其 中 常数 五 和 6 QA, WW) FEBMO, ARK ze, F. John, 
L. Nirenberg [JN Lj }f ti: Li nuofo 所 满足 的 不 等 式 本 质 上 
成 为 刻 加 BMO 中 阔 数 的 特征 。 
命题 2.1 存在 常数 卫 和 5b， 使 得 对 企 一 JEBMO， 仔 一 立 
Fi QAR, 以 及 任 一 a>0, 大 
Refa BN expt — ba/ i fy), 
证 明 “不妨 设 we>> fl, CARL, BAD, 使 得 Bet Sl. W 
ARB | Fl. = 二 (一 个 简单 的 变换 ， 可 归结 丁 [I= 1 的 情形 ). 
(ERR Qo, FERRI fo,=0D (否则 ， 考 虑 g= 了- fod, I ta 


$2] FR ETT A T E] 


= | ir E Qo: | F@) | >a} ‘4 Eal. WHE alfil BRA 


GT 1O de. 
如 重复 引 理 2.1 的 证 明 , 则 可 得 a — RA Ms 
QPU), 


一 族 互 不 重叠 的 立方 体 , 并 满足 
if] <a, a. oe we Ps, 


其 中 {Qia 为 
LAR 


1 
< Tom tes | Fæ) ida, 
根据 构 作 OHHH, 它 是 由 某 一 立方 体 QO 的 边 二 等 分 后 所 
产生 的 2" PETER 的 一 个 , 且 满 足 


Th! lee, 
由 此 办 由 


an fos 4 Fa) (de < Tr fe ` FE- fa [de + | fz | 
<2" | fl, tA 2 +4, 
HEV >A, IEY, 同样 产生 Qo 的 一 个 分 解 ， 


Qs=P"U{U g). 


不 难看 出 
Ice 
Aik, 任 一 QO; 必 包 含 在 某 一 Oth, Me vant 2"), 并 记 
s= Li) Qs, 
Ui 
mn At AS SSR 


at] 二 _ 1 
+2 v< orar)s; nin |f (@) jda 


Qe? efor al f(E- Fes [dar+ | Fg] 


rE © Pr 下 -HH 一 一 


28 FE? Fee) 2a a oo WE PEE [第 半音 


推 得 
| Qi [<< 27*/Q4| 
BUE, 有 
JQ <2 HQ], wv as 2 (2.1) 


注意 到 eS lf inl Mid r= (C@—-1)/2"") Ge [e] Aa ow 
EARD), 以 及 V=1+2 ir, 则 evs, At, HCH, MA 
| f(@)|<v, a0. EP, i BLL, 出 此 推出 
CAET AESI <2" Qki, 
Kp Rs aA SDs hk, EAR 
Heyl) 277" (Qo! 
fe hs, de B= grote 1} 和 b = log 2" r P EEES 
Bl Qylexp( — ba) = 2" Q; 2r U7a)sn ]? 
re 271 Qu 2e N Sen (a), 
BUG, ai E E, 
推论 2.1 te l<g< oo, ij BMO; = BMO, 
证 明 首先 ;对 任 一 立方 体 屋 ,出 Holder 不 等 式 得 


1 1 a i71 
Tgh ZP- folare Farh! IO - fo de} 。 
因此 ,， BMO cBMO, :此 次 ,由 命题 2.1 可 得 


ag hI F@ ~ Faltde = 1 | pole) de 


< By | at toxp(— ba/| fl de = Cui fih. 
ü 
因此 , BMOCBMO,, 证 毕 ， 


关于 ACR") BO ABS a Ie] a AE BY EE BF 
定理 2.1 3 g€BMOC(R®), W 


Lf = | F(@g (a) dz 


Ao P -a nee lial "HE W Pe et 


$21 HP Rn) 花 对 惕 空间 23 


为 ERY) 上 的 有 界线 性 泛 画 。 反 之 , 对 任 一 吾 ((R") 上 的 有 界线 
HEZE L, DATE ge BMOCR"), 使 得 
Lf=| f@)g@de, Vie HR), 

上 述 结果 可 简写 成 (A(R) = BMO(R), 

证 明 ”这 里 只 对 n=I 的 情形 给 出 证 明 ， 由 定理 1.1, 只 需 证 
明 (Bi (RD)) = BMO(R)， 设 9EBMO(R)。 为 证 了 MO(CR)c 
(F(R), 由 Hshn-Banach 延 拓 定理 ,只 需 证 明 线 性 证 机 

Lf =| f@g ade 


在 HYR) ORF D LAR. 

I D = HER) NLG(R), H LR) 为 如 上 具有 紧 支 信 
Oe MZ Hk, TEL Sinn) W BE Se AE 
wR) 中 秽 密 (其 中 每 一 44 为 O, œ, 0) HF) HDH 
Ay OCR) ATR, 

N, H ge), 
gv(@) -| gle), 当 [gw) |< N, 
-N, 当 9(2) 专 一季 ， 
不 难 验 证 , 当 久 充分 大 时 ， 
TARIR 
如 取 f(z) = 于 enw) ED, sil 


IROTO 


SA Al. |f ae) (9n (2) 一 《gm de 
ED lAs | gwd, 
其 中 supp aiu, B, 

|| fC) ga de | 4 1 flarmlgte, FED, 


注意 鱼 当 JED 及 gEBMO 时 ， 
lf@agn(@), <|f@g(e)|E LR), 


30 HP >) 28 (AE) 5) e EE- 
故 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 便 得 到 
| gade | A flail FED, 


因此 ,包含 关系 BMO c (Hr R)) ae, 

iE RY RA BR) CBMO(R), Le g<oo, H 
BLA HOOR) 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 ， 而 需要 证 明 : 存在 一 
LE BMO(R), 使 得 对 任 一 SEHIR), 有 


AE EO Ko)dnA Lim > 和 | Ce) i(a)dx, 


GE BA Sd LUA FP Sa PRET 
(i) uE (Bee Co (LOY, RIAA 以 及 


L4 = (FELD: | f@)dz=0}, 
事实 上 , 当 FELL ADA Hh 


(a) A IIT fliin fæ 
yil, g, ORF, Bik, £40 At", MORL. 
作为 (i) A eB, H Hahn-Banach 延 拓 定理 以 及 Ries, 
表现 定理 可 知 ,存在 一 了 EL" (TIT), 1/9+1/9 =1, W14 


Lf =| fær, YFEL. 
如 取 也 十 及， 由 已 证 的 事实 ， 则 对 每 一 了 FELEL), 使 
得 
Ef= | Fe, yfE LY, 
GD 构造 一 1, 使得 对 一 切 的 Is, 有 
Lf=| f(r, YFEL 
设 fELS,， 由 (2.2) 式 可 知 存 在 一 EL*(I1), 满足 
Lf = ]， Fœ (ada, 


但 FELT CL, mH BEA. MAB—-LEL (12)， 
HE 


wee nie ea m ` na APH Ae sin on P i a e > a A EH 


ee ep 


62] Hri 7) TTT S i 3L 
Lf=| FOLE] fll) ds. 
BALLARE 
| FD th@) ~ b@)}de= 0, YF E Ehe 
如 取 F(a) = gC) - gr, E14, 其 由 9EZP(ID， 则 上 式 可 写成 
f, IOUO -BO] -Ch h)atde=0, ygE LCI), 


由 此 推出 
ha- hir) = CQonstant}, 34 s€ I, 
At, 如 记 
h(s), 当 HE fi, 
a) “| (w+), Are id, 
网 有 
PD) = bale) +O, BEE fe, 
不 难 验 证 , 依 此 方法 记得 到 的 bo) 洲 足 
Lf=| fede, yfEL;, (j=1, 2. 
局 样 , 依 完全 类 似 的 方法 可 得 到 一 i{2), 使 得 上 式 对 任 -…* FEN IK 
ue FU, CD AR. 
(iii) 最 后 证 明 上 而 (0) 中 的 4E BMO, 主 洲 中 


Lf=| FAE, vie DER), 
事实 上 ,上 面 等 式 是 GD 和 1E BMO 的 直接 结果 , 因此 ， 以 下 
RULE BMO, 1740, HUD Wwe 
La JCO- 
对 人 尾 一 (4 ¢, 0 原子 al) 成 立 , 设 I 为 任 一 区 间 、 Sapp ACT, 
hE LCD), AR [le =1, WM 
aa) = 271 I| ace) — br} Ose) 
J- 1, 9, O RP. Bh. Ae] (Hry HEY 


wa HI Re) a Ee [第 “ 章 


[acezeaz| < 
上 式 可 写成 


[Ilva | | A {0) - has| <24. 
再 出 { « la HJE Eg 
1 l g irg” 1 

{rr 1 -hra 27h. 

此 表明 LE BMO,, = BMO, 证 毕 。 
注 2.1 8. J. Berman [Be 1] 给 出 了 BMO(RD 的 一 个 等 

PTE, BE 2L 中 的 fo 用 满足 条 件 

|, {f (x) — P(e) xeda =0, |a| <s 


移 了 PE 代替 后 ;所 产生 的 能 数 空间 仍 为 BMO( 中 "), 其 中 PLR 
示 次 数 不 超 过 s 的 多 项 到 全 体 ， 


33 ETAt 


这 一 节 里 ， 将 讨论 一 般 的 实 Hardy 空间 M*(R)(0< p<) 
的 原 了 和 分解 关 构 理 论 。 精确 地 说 , BR. H. Latter [La 1] 将 定理 
1.1 推广 到 商 维 情 形 , 得 到 如 下 的 结论 。 

定理 3.1 0< palagan, pg, 以 及 非 负 整数 


工 _ 
s> 1) j, 
出 Hp CR") = IPR, E. 
IF genet fjer. 
ce Bl EBA is BES A T RR. 
命题 3.1 KO<paclaqae, peg, § Mm AAAS, 
/1 
nta 


a 之 | = 1}], EAB ma [m(—— 1) ] +1, 则 存在 一 常数 


C=C(p, 7, 8, m), 


$31 照 了 分 解 结 构 38 
使 得 对 一 切 的 (2p,9, 5) 原子 al), HA 
leži, <0, 

H an 为 上 的 Grand Hk ma 

证 明 不 妨 设 a 为 中 心 在 原点 的 Cp， q, DAT, H supp ac 
B(0, r)=B, fiie B= BO, 27)。 考 虑 以 下 两 种 情形 。 首 先 ， 当 
Depli 及 9>1 时， 出 Hölder 不 等 式 和 第 工 章 命题 3.30i， 便 
得 

ETOO EO agit! B| 
< ClalsiBl i <C, 

AP PEKm HR, BO<p<l Rein, Hal tp EE 3.3 
(i), 可 得 


f: rb ¥(a) (x)} Pda < |. ‘ky | Pda 
=|" par | se B eta >a} de <c{{ |B] par-!da 


+ Fa eee ‘(ia |y fa) dcj <C, 
ALE, th g 2 Se 5] BH 2.3 Aim kE S.l, 余下 只 需 证 明 
|. ib *ia) (a)} ede, (3.1) 
Le 


Rime m= [对 一 二 +4, 并 记 Po-:( OCW 2) KF 


zø m-l by Taylor gji, M E BO, OR we CBO, 2r} 
时 ;有 

[<b (= 2) OV EI 
ik, 43 ce 8° 时 ,有 


[erd] = | i feio (274) -Pai (Py hay 
aC jej m] e) iy] "dy 


< Ojej Ble 7" 


34 H ROZS AR ie [2g 
ERATE (BL), 命题 证 毕 ， 
FE GORY, 以 及 %>[( 二 -1)]+1， 则 了 可 表示 亡 


Ft) Emale), 其 中 每 一 ay H (P, g, 5) AT H Eli’ 
ce。 不 难看 出 , 出 命题 3.1 便 得 
MEZE | Pdr) |A| ? | (Oy ime) HEZO HEILA 


因此 , 由 第 工 章 定理 3.1 可 知 fe HR., 上 述 结 果 可 以 写成 如 


F. 
命题 3.2 0< palagan, pg, 以 及 非 负 整数 


s>[n(= 一 1)]. 
网 HRYC HAR", B. 
WF le i fs 

其 中 忆 与 站 无关。 

为 了 得 到 反 回 包含 关系 EPR CHER), FORE BI 
4 S| a | 

引 理 3.1(Vitali-Wiener 覆盖 引 理 ) BRR OCR', Alga] 
<w, 奉 对 任 一 EQ， 存 在 7(2) >0, HB Ble, r(~#)) ca, fl 
存在 序列 雪人 (pb r)a, BAR Bie, re.) TAH, A 

A= JB, ary), | 


证 明 Hy [Q|<co HEMI sup 7(%)<oo， 放 可 取 xmE 20， 使 得 
rr) > 4 sup ris), 
TEM 


fre (QO Blx,, 4dr (e1)), 由 i 理 的 结论 已 成 立 ， ASU HG aa, TE 
总 = UBC, drei), FR 2.62, 8 
rca) > 4 spra), 
fed 


$3) TAs EASY BA 
Qs,= OÙ] Bw, 4r(@)). 
Wa 7, FH Qs- OS, WREE. We 引 理 的 结论 已 成 
Mw. AEW K, 将 得 到 一 序列 {Pug E Qir 使 得 
ræ) sup T(x), i=l, 4, Ta 
#E gai Z 

其 中 25 = 2, 

FAR H ica WA reari), AEAEE A R 
Bia, (D 互 不 相交 。 事 实 上 ; WERE 

Bla, te) Bes, rei), i<j, 


ui) 
[ti ef arie + (es) <e ed. 


上 起 表明 zyE Be, 47(z0), 但 此 矛盾 于 
ee re al] Be, drad). 
ER, oe TA Wa HERH 
|| Bay, drD = 0, 
Ja 9 GE A Be 得 到 。 REE, A RHA Be, NE 
ag NG Blai, 4r(#,)), 
ME (ay) >0。 注 意 到 诸 球 Blo, re) HARARE, ENHA 


RENE ATIE 2 Zh, A r0, 4 izo, AM, 3 2 
充分 时, RE P(e) >2r (a), (Rae aT 

re) >y Sup re) yr(%). 
#) Ut, 引 理 证 毕 。 

引 理 3.2(Whitney 覆盖 引 理 ) 设 只 为 更 "中 的 开 集 ,县 jo 
< oo MEEF Y] fee, ED 和 rar >a HEIR A HE OY 
Me 

G) A =| JBG, ra, fH (Biti, ri D FFA ERS 


rd ere re 


Bh 开刀 Reo) 23 (47 Re Lae 2 Bt 
(i) Ble, 18r)N2°= ©, {A Bis, Siro nee, 
Cit) 存在 一 常数 M = Min), 满足 
DoF seas tir) <M, yren. 


AP (DERA A ALIA BPE 

证 明 HER -~e EQ, hid ete, 2°) =inf{le—-yl,yEa}, 
LI SC) = p(w, 2°)/144, 则 S) >O, 因此 , (B(x, Sse 
2) WS 26 — > Bie. BSP 8.1, EP RAH OE IR) ER 
(Biri, Se), BEAL B (as, iS (x) DQ, fry 48 @)= 


se QS) /36 FT Al LJ Bla, 4 (£0) = 2, Ae, anes = 49 (zs 


WC Whae, fay lrs pt, O°) fe A oar, = (3/2) p, 87) Ay 
AC) pe, 
HWE Gili), 可 设 球 Bae, 1]374) 3%。 出 不 等 式 
BT = p(t, QO alr TF pia, 2°), 
可 得 lér,<p(a, 2°), AE, IHE yE B, 187, WA ley! 
<2o(@, Q°), KEH, +4 五 (8 187) o 时, A 
Bigi, Broc Bie, 2p(x, MOD. 
其 次 ,出 不 等 式 
ple, OE je w| + ptr, 2° <54r, 
推出 "和 > pce, O°) /216, Ai, init e AT F M ARR Ba, 
187,), 刚 与 其 对 应 的 总 个 球 Be ye D 五 不 相交 ， 且 其 半径 均 
大 于 pie, 8°) /216， 青 由 上 面 已 证 得 的 包含 关系 
Bia, 1 ACE, Zoe, 2°), 
fe MAR BEER Bw, rD EPL —PAR Be, 
Z2p(2, 2°)) 内 ;因此 
Miple, 2°) /216)*<(2p(az, Q°))", 
市 此 推出 Mc (432)") bY Clit) ARO, GE. 
任 取 一 fe HERS, 即 Jae LR. tid 
= {€€ R" Ja i, 
则 由 引 理 3.2 可 知 ， 存在 序列 (abe 和 rab, PRS E e h 
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(GD RG), NR ee) ECR"), 使 得 supp TBO, D, 
0fa) = 工 ( 当 e] <1), URO<e(@) <I, We 
G(x) =8 (s-ro, EN, 

共 中 {ea 和 和 dreds 加 上 所 述 , 则 
supp 6,0 B(x, 2r;), 
8 (eal, 4 ce Bia, T), 
以 及 
t<> Ej <M, 当 rE, 
Rid 
Br) (>) r), rEg, 
Eile) -d , 
0, 4 ee Of, 
不 难看 出 ec CP UR*), suppd,cCBh(a,, 2r), 
Oxhia)<l, Ka = Foal), 
以 及 
Moel, See B(x, 71/4), 
Sh» AB HE Be DE 
sup ri | D,a) | <O, (3.2) 
现在 , 取 6= 2", HARER O, Bla, ro 及 518) MICK. 
Ou, Bai, TO 及 Oe), HOS, fie Bf = Bat, v7), 以 及 
Bt = Bia, 2%), 
引 理 3. 3 以 下 两 事实 成 立 : 
D 4 BPN BO, Mert <4rt, H Btic RG, 1875), 
Cit) 对 每 一 7, BEA M =Ma) A i, 全 得 
Be BRD. 
证 明 设 Be Be, WW 
jaft at] co Eri + Ft 45, 
如 注意 到 序列 {est} 和 ive} 满足 引 理 3.2 hated, WA 
ac 总 可 得 | . 


as See ee 2 -一 menman -- - 


48 H. ROS AAR ie [第 3 间 
pst!l, C8) Splet, OR) > 18784, 


因此 ， 
18) AL pakt, Qg) <jattt— | + paž, 27) 
rt + 56r%, 
由 此 推出 
rit dri. 


再 任 取 一 yE BP, 由 不 等 式 
jy- axel < efti r] + rit 18r? 
便 知 引 埋 的 (中 成 立 、 如 注意 到 序列 c) 和 (rth 满足 引 理 3.2 中 
REEMA CLD, UCD Hy ET h CD A BE HG, TE, 
下 面 ; RAT Cs EK BIS 4S HR) LL Hilbert 空间 范 数 ， 


(ee er). 
Ie: - PEP, 
frode 
Mid phh 为 P., 关于 上 述 范 数 的 规范 正 交 基 , 其 中 
L=dim #,, 
引 理 3.4 存在 一 与 ji. 上 无 关 的 常数 0, 满足 
SUD CH | Dex (y) | ae, 


poe] ae red, ER, 


kiM 
a EIP pe THD Dem GTa 0. 
a| am. y E RT 
证 明 EX m = 0 前 情形 给 出 证 明 。 由 SE ee 
工 = |m |*= TBE |, Att Bt ig) (Cy) | Ady 
= of milak tt rr) êd, 
BLAD 


ERE — PE 多 使 用 有 限 维 空间 上 任意 两 个 范 数 为 等 价 的 这 一 
事实 ;本 得 


(f POOL) BE sup POI, (8.3) 
BiA) it] 
其 中 0 SPRR. WEP) <a, FO), MALE NR E 


43} BRT Sr AET 39 
得 


sup |æ; (y) <C, 
ve RP A 


注意 到 supp cB, 由 上 式 推出 
sup. lat Cy) py) | OO, 
PAE, 24 mm =O 时， 5 | BB 2A 7b IE. 
当 ml ny, EBREA 


sup [DeP(t) <c(| 


I Ln | Bi la) 
KRAG. DA METARA XH 8.9 式 是 (3.3) 
起 以 及 关于 多 项 式 导 数 的 Bernstein 不 等 式 的 直接 结果 。 最 后 ， 
如 使 用 (3.2) 式 和 避 理 的 前 一 铺 论 便 导致 引 理 的 后 半 部 结论 ， 证， 


下 而 将 指出 ,存在 唯一 的 PX2) EPa 满足 
fifa) -PEEN Q@)G(@)de=0, vAEX., (8.5) 
以 及 存在 唯一 的 POEP. 满足 
POR PH" (@)) QE) EH (ew) de 


fi 
| Pt) 12dt ) (3.4) 


= [PH QC) Er ade, VRE P, (3.8) 
上 淋 方 程 之 解 的 存在 性 是 明显 的 。 事 实 上 , Z. 中 的 多 项 式 
SY | fact yfe mica) 
Fi 
SF — Pramea fa aa) 


aS BAL G-DAGE. DA. 
ENE PETE NS EA. PH) POE &, ENF 
TIHE (3-5) A, 则 


| Pie) - PH(2)}Q (w) Chaar YEP. 


SS i ae -一 一 - 


4.0 HP RE (ALAS oP RE Tp Cao 意 
Wn A = F- PrE @,, 和 便 得 
| (PY) - PH) thw) de = 0, 
注意 到 Ch(e) 0, 由 上 式 俩 推 册 PB = Pe 同 埋 可 证 满足 ,全 的 
多 项 式 P (2) 也 是 唯一 的 。 
AEP PP Ce) 和 PET), EL RIL PES ey, 
8.5 存在 一 与 4 无 关 的 常数 和 满足 
sup [| PE4(y) c20, 
pc! 


d 


证 明 ”前 面 已 经 指出 
Pi+1(y) 一 > f fx, gf" / f LACON 
如 取 一 ZEBEN, 54r N Qf 则 可 将 PY y) 写成 
PADI = [DEEDS fe- apn) 


eye 
e- 1a )E (a — i ode | 
= Pllc -TF eb (edr r fy) | | 


One|, 
stip 
Pa) = prem (ary CFD" m (a 他 Hp) 全 Hz rtta) 
cyt À 


显然 , VECERI, A suppS'c BO, 36), FÆ, 由 引 理 3.4 可 
SAI 
lD <O 
其 中 C 与 zs 了 无 关 。 因 此 ， 
sup, [PF] <CA8CGD) VO, 


=| FH BEB, 


er, 
von ar eS Her er — re oe ee | Tr 


Soe n mi 
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引 理 3.6 FEH iA 无 关 的 常数 CQ, WE 
sup [PR OGE s20, 
证 明 前 面 已 经 指出 
Piya = N -PD re / (eye). 
H S.E, JR fe HE HH 
fo- Ppa 


< 


为 证 上 式 ,; 由 引 理 3.4 和 和 引 理 3.3 知 , 也 只 需 证 明 


WH — we BE}, 547) 1 98 0 则 上 式 左 端 可 写成 
COT S few- rr ay (ww — ip ew iy) 


len 


EE Cap _ pitty) dy} = || Feo rp ly we? ydy 


=j FAP ea) yew) |, 


其 中 
W Cy) = Ver y) 
A tor TW rp yE w ry yop (ae — riy). 
Ek 
同 引 理 3.5 中 对 本 的 证 法 。 可 得 
[W fea C, 
PIS WO I ajuwe AR. AK, 


| fabr | 
4 _____ | <C fa(w) < 2""10, 
fan | 


42 He Anya op ae Se Lis & 
D HUGE, 
引 理 3.7 对 每 一 大 GE 有 
EEP eI) =0, 
Ap SER AY FEA AR EES PF PFE Z PRE, 

证 明山 球 序列 1B8Gi, o> ARBRE Ct), 并 
注意 到 supp GOCEN, Wy A, Ec R", SRAM = Mn) 
个 j, 使 得 可 (2) 半 0。 其 次 ,对 每 一 固定 的 7, APT Ce) 0, 
(i Dw EANA agp, Web BN BP =O, w 

Se" GQ) =0, yyER", 
但 由 PPS Ce) 的 表达 式 , ET PY) 二 0。 因此 ; 这 就 证 实 了 上 
MAB. Fat. mS 3.9 WA, SH 7, 满足 BO Bitten h 
yt Sea M+, Al, wit ce Rt, 引 理 中 的 和 式 实 际 上 为 
一 有 限 和 。、 此 外 ,出 引 理 3.6 还 得 到 
>>> | Pest (x) geet (2) | = Dat 10 Me. 
i i 
于 是 ,级 数 
DEPE) C77) (a) = PPRT EDG (a) 
AL RRS MPa. BI. WES Pe PEE RA OP 
Ais EBA, 对 每 一 了 有 
IPF (a) = 0, woe R", 
事实 上 , Hy (8.6) x0 wy Fh 
| iF (@) -PE O@) EREE 


= | 人 PSC) Q (ae) Ede, VRE P, 
注意 到 ELO =F a(x), supp CO, CM, URES.HR, 
便 得 

[EPP @Ne@ gg ede 


= |{f(2) ~ PHP @Q@Gwhde=0, REP, 


YY {fa ee ee eee ee a — 


Fe] 原子 分 解 结构 43 
Hy sit 43 
DPHE) = 0, 
其 次 , 由 不 等 式 
SN PHF @) [de <2 OM | orl < 
和 Lebesgue 控制 收 伍 定理 , TAGI FE H ERE L R RY 从 而 


EES PERY EHE, 
现在 , 要 建立 命题 3.2 的 道 命题. 


命题 3.3 设 0<P<1， 且 下 负 萎 数 s>[n( 却 -1 m 
F(R TEAR, 


LF ares SOIF lar, 


证 明 首先 设 fe TRYNER, mE 
P= foro, — BPI = DF- Pet 


N 
A 


bh = $F ye + BP sa 
风 f= grt bt, 前面 已 指出 , H ER, 至 多 有 型 = 型 (个 
ti， 满足 G (e) 二 0。 围 此 并 使用 引 理 .5， 易 得 
[brl | 2", 
lim gr(z) = f(@), (3.7) 
只 一 方面 > 如 注意 到 Supp 久生 人， 以 及 
[Or | (OFE p/2")r-0, ¥ Koo, 
Wal 43 
lim g*(2) =0, a. 8, (3.8) 
3 -DABOR, 了 可 写成 
Fe) E (PE) -g e), a e. 


= - r Le r 


44 Ho ( Royi RSPR PEt [第 2 章 
但 
g* — get! =E- PG BF Pea, 
注意 到 > =F oy LR suppgytica,,,caQ,, il 上 式 可 写成 
g*— grt = BS — PD or SF PP ere }, 
AR SRR 3.7, LRRD SR 
gk ~ ge i= > {Cf — Pp > [CF — PS") oF P] 
AD Ais 
其 中 
/一 【了 一 五 和 站 一 SCF —- PR -PRMe, 
因此 ,了 可 表示 为 
F(z) = 22) Ri(@), a. @. 
43 SR, supphic BF, Ish. HS OA OAAAB HH, 关系 
式 
[RQ ede=0 
MHE— REP Ru, AH PRY, 先 将 它 表 示 为 
Wea fe ia PEE + orl PI VOE + Se 
th fs 1 ot apa 3.2 ay 
[FRF yr ECAY e 20. 
TEE BSW SR A) (Bay, oP )) AELS RESHAD, Hit H 


引 理 3.5 和 引 理 2.6, 便 得 到 
LACETS 


PL ME A = Ou BYP, E ÈC) =, 则 等 式 
Fa) = E Mata) (3.9) 


fea. o BM PU, HR af Ap, o, JRT, 最 后 , 容易 验 
让 


ke PT e r m pp es L d -一 =k pA 


wor 
ma 
Denia 


ESAS 45 

ee AE SCH. | BE] <C E2 0 | 

he E.t k 
03 (" pari] fe, JA) >a) idac] fl <c, 
het A-A 

为 证 FE BPR, A FREER O DRE P 中 出 成 立 。 
事实 上 ,用 不 等 式 
[本 (| acao) JR Ce) 


Li 
PPE) oe) | sO FR) 
ttih 
TUES ME R EDN 
iy ke HE FR 


gt (a) | = [ f(a) —o*{a) | OC FRE 
ERIH fe HARY NL CRD ot, way PRC LORY. Alte 由 
Lebesguo $r aye ac xe FS Bp BY Se 
fo) = 3 gz) -g @)} 
EL) hoa. FREE 
g¥ ~ ge = Mais 
¿i 
Lh Be AP Bot HA A A EET E N 
fw) = bapa (2) 
fe Dap. bE ag GO. DAE S HPR. 

RCI ARY NLR CHTO RY). 为 完成 命题 的 
TEAR, GTB ede 在 e PRAT. He, MK 
a ee Wee, AHE — FE HR’), HE © Ae CRD DECR"), 
下 得 

l f — Fa a10, A kco, 
ARIAN Ja WE 5 
(Filisa lT ter 


UA 


— rrr r mm 


53 H? (eo) 23 al) > Sa BE Co 


[Te Sule 2 te HEN, 

BIB g= Joe UE 9a= fam Fe Fol), Wer 
f= È gn 
在 Hr ig, H ga E HERY 人 了 CR) Mi ga E HSR", MA 
Tis Gy Bl FAN 
Gu = Di Mai» 

共 中 等 式 在 FY 中 成 立 , E ep Ap, ©, NRF UR 

Ss l?<Clos|ke (O HERK. 
Piet, JF ATERA 

了 = DD ha; 

其 中 等 式 在 &' 中 成 立 ; H. 

> AT | PO lgl SC | fs. 
Th, Fe HIR, 这 就 证 实 了 前 面 的 断言 。 因此 ， 合 题 3.3 
证 明 的 完成 有 六 于 WAL E ?中 币 密 这 一 事实 。 为 此 ， 先 攀 
WP KF Fal A BB AS E. 

引 理 3.8 BX ,C RS, RBCRM, BBL AD. A 
u JE RY 内 调和 ， Wl 
KED | <Conm (rf, [MCX dx), 0<p<e， 
证 明 4-1 AAA RH RCH RES BH eS 

tt. “4 PD>1 时， 其 结论 也 不 难 由 Holder 不 等 式 推 得 。 下面， 设 
O<p<l, 不 兴 一 般 性 ,可 设 卫 的 半径 为 1 (否则, 对 变 元 侍 作 一 伸 
AER). HU, ARWR | uC) AX =1( 否 则 ,考虑 v( 及 ) = 


uC) /| ear). 因此, 在 上 述 的 假设 下 ,只 需 证 明 
el Xa) SO psn 
WE BC) = (X: X-X =7}， 则 由 调和 和沙 数 的 最 大 值 原 
理 可 知 ,为 证 上 式 ,只 需 证 明 存 在 一 ro<1, 使 得 


tr TF, a TE 


gi] TAP 43 Ee H 
sup WC) EO, ,ns (3.10) 


AEF(re! 
以 王 设 e<cr<], FRXE LZ), LAMAR EEA 
Poisson 积分 性 质 Hj Hl 


u( X) = | uP, YAY, 
Hop P(X, F)= (EOD O(QY P- | XJS Y- Xj"! hiki 
出 


sup ， | <= U(X) Idx, 
TE 


《一 a 
记 huje = Sup X) | 。 不 闹 僵 设 半 任 一 ral, By Ay wl. 
(75 ht, 3.10) 式 自然 成 立 )。 如 设 0<98<1t， My 


<julsf (8S 2)" eo pax 


azl 


sef CEE YAY Gan Mee) 
因此 ,出 上 式 可 得 


i | 中 全 dX junit [uC X) 7d X's 


从 而 ， 
Sup UOO e yr lele, y D ax, 
mi a=r*, Hifa>d, M 


Cr 
lor sn om —— ~- 
S extra) (X) | slog (r—p)* 


+ log | os lu( X) dX, 
Hp EIGEEL 1/r 并 关于 7 在 [1/2, 1] 上 积分 , 可 得 


| log SPP, u(x) EE 
tia 


«<C,+(1- pf log up u(x) SE 


18 HP (Ro) MIK REA RIE Lie a 


+ f, log \, (ri U(X) ?dX 入 
对 上 式 左 端 作 变量 替 找 ror, 便 得 


1 | í ay 
lor & a(x ) | =!) 


XE fCr) 


| d 
< 十 (全 一 p| log sup Teen a 


1 
Coe 
1 
+ 中 tog Í AX) paXar, 
ü xir] 
如 取 g>T 使 得 L/e>1- p, We A 
1 dr _ 
| MOD SC 


we C= etl, 其 中 Do 为 上 式 右 端的 常数 。 不 难 验 证 ， 各 
ET 恒生 


Ñi 
l 


sup [u(X) s0, 


KEEL ro] 
否则 的 话 , 将 对 一 切 的 TE 1/2", 1), 有 
log sup [u(X) >lo C, 
NMextr3 
(EEE REAP RE GS TRAY A SS 
L dr 
A z=% Cn one 
| ys toe Sap | | Sea 20, 
Fh, (H10 sh ae, S] Ae EB, 
命题 3.4 HOR") LAR") 在 E pH, O<o<l, 
证 明 设 FE HR), Wig ule, t) = CfeP (es, WY 
sup juty, D SES) (e) ELH. 


| 了 一 二 | at 


国 此 ， 

sup lu(y, D| <2, a. 8, ER, 

[xilt 
(E u ARDEA RAPE u WED a e 收敛。 因此 ,linmn ww， 
t) a. e FE oA E S S-S 得 


luce, De<Ctr fù lus, Dirdsdn 
[mtn 


Se ee ee r 
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Zt 
or] || lcs, [ede dn 
EC 人 | 
由 此 排出 
limaurz, =0, yee R", ; 
to 
Aik. tha. 98. 的 5 uz, DEO, eo) EAT IWR. i 
id fy = Hr, 1 /8), 对 等 式 
Pox(f ~ fa) (@) sule, -ufa + 5.) 
EH .: 关于 了 的 一 致 连续 性 ,以 及 Lebesgue 控制 收 襄 定理 ; 则 可 
得 
] 'P "dio = 0 
limf sup (Ff — fad (2) I} =, 
gh HP 
liml f- fular=0. 
全 下 只 需 验 证 Jr E A(R NLA), 首先; 出 不 笔 式 
f Aas rf 6) Or Yide 


. > F Y p 
<li fn 2| at | | 和 


=| up, OF 
看 出 ELR. HEM, PAR gah 
sup! (Pex fu) C) | <sup| Pew F) C) | 


a Pe Ee LCR), Be, FE VCR), mue, 

Take. FJA H EH OL Te h a S. 2 和 命题 3.3 直接 
推行 ， 

广 3.1 对 于 周 朝 情形 ，3" EWS eRe Rs lh] AT) 
的 原子 分 解 竺 构 是 论 可 以 类 似 地 建立 起 来 ( 参 砚 RR, R. Coifman,. 
G. Weiss [OW 11), 

注 3.2 <A. Jonsson, F. Sjögren, H. Wallin [FSW 1] a 


-nar ee rrr mer 一 at a a a a ar: 


50 H? (Rn) 2 Ra} EL EEE: 
SS MEET RPCR 内 的 Hr 中 元 素 的 原子 分 解 结构 ,得 到 如 
下 的 结果 ， 设 五 为 焉 "内 的 有 界 闭 凸 集 ， 且 具有 非 空 的 内 部 . A 
JE A°(R), O< pal, WR suppfcr, 则 了 可 表 为 

F Ssa, (8), 


其 中 每 一 as H pT, sappa cr, 以 及 
Bai Aw lr co。 

注 3.3 <A. Miyachi [Mi 2] 对 底 空 间 为 区 域 ACOCR 的 
Hardy 空间 f€°(Q2) 记 给 出 了 原子 分 解 缚 构 ， 互 208) 的 定义 见 第 
1 FE 3.4, 

注 3.4 matua AATF Ae, He l<e<m, 
Ry HERY LCR") 在 APR) PR, BH O< p<, 


$4 Heck) 的 对 偶 空 间 


本 节 将 证 明 原 子 Hardy 空间 Bo" CR oO a la RE BK 
利 学 者 Campanato 早先 定义 的 一 类 函数 空间 , 即 通 称 的 Campan- 
ato 空间 或 广义 Lipschitz 空间 。 自 然 它们 也 是 BPR) Kx 
空间 ， 
首先 ， 指 出 一 个 只 单 的 事实 。 设 9E Li UR BH RR 中 
HER, WES SIREM s 存在 唯一 的 PC Pa 使 得 
| (ote) - P@) A@de=0, YEH, 
记 此 唯一 的 卫 为 Pog. 
定义 4.1 Raz, Ts 全 co， 以 及 = 为 一 非 负 整 数 。 如 置 
i | | ley’ 
ligan = Up Bi] rar | 1I) ~ (Pag)(2) {de Pm 
pij pg Be 5 Tea] 
Laan sR) = GE LCR: gigaa} 
BR Campanato 空间 (参见 SB. Campanato [Ca 1]). 


Fr i a m P or Ao "KE Er ee er ri e e e 


ĝa] HP RAER E] 5T 


出 注 2.1 不 难看 由 Zu (R = BMOCR), dp, A Bi 
|e ze 为 一 准 记 数 。 SST. Melee 50 HARA GE Pa 
两 此 , 4 pi 92 Ae Bt, RHE On A oe BIAS. MM Paya sl 
AA OR EE Ad 2 TET 

下 而 ,关于 了 sz 的 一 个 事实 是 常用 到 的 。 

引 理 4.1 i ge LCR), 以 及 如 为 R" ARER, M 


sup! (Pag) (2) [< p h, |9@ide, 


<B 


此 外 ,车 gE Laos), Ts<9<eo， 则 
(|, | (Pag) (æ) ede} < Q P lca) | ode), 


HRO HB, g ER, 

证 明 显然 ;第 二 式 可 由 第 一 式 直接 推 得 。 因 此 ,只 党 给 出 第 
一 - 蕊 的 证 了 明 。 BE prh E cs} 为 et, al <s} B Gram-—Schmidt 
方法 得 到 的 关于 入 17 互 Ame eo Hee). 1 Bp 
ge BP, Fi At 
t, V= Ha 


rr, ODA 1, | velo eB (waa = bys = 1 
e5 O, ven, 


Ri B= BO, r). MERTA 
TB TT lao, 27 OD PRO POM AY = Cou. 
JH ARR ré BO, fy) 时 ， přehr (æ) = prod (rig) | Ae, Be 
0= Ser? |. 


|i lads 
WBA pri. 所 CC。 其 次 ,容易 验证 
(Pog) (2) = D) a, PDPO). 
显然 , 引 理 的 第 一 式 由 以 上 两 式 育 搂 推 得 ,证 毕 。 
关于 Hr 之 对 个 空间 的 基本 缚 果 可 表述 成 如 下 。 
Smal HO< palaga, pg, l/gti/r’=l, UB 


pra s>[m(2—1)], GE Pr, RY, 


5a H?( Re S ase Bas [第 3 章 


Lf=| fa)g(a)de 


Hye AER TE ZTE APs R) AIT Le, eS, EH 
Ar" CR RRA REE E. 则 必 存 在 一 ? Co ER 


Lf=| fla)bla)de, vie HER), 
其 中 最 后 的 等 式 被 理解 为 
LF = lim Shafaa (ede, 4 fa) Eaa) € HE, 
TA E Pa p CEY, BIEL yy 4 为 一 
(D 9% SFP, H suppecs, mj 
| facergcedde| = | face) (960) - (Pag) (@)}de 


SUAIRCE Pag) @) [wae bh 


S196, z 
pi'e 
如 设 GEL IL ae? 以 及 f= 2, Ann E H R, Fir i — a, 


ACP, 4, OAT M HiT fist p 加 了 对 已 证 得 的 结论 ,有 
| Tg æde |E Mile, 


-lg'rs 
<E gl 
国 此 ,十 理 的 前 半 部 结论 成 江 ， 

以 下 证 明 CHP ot BARR, IPB 
Lia {fE LB), Paf = 
FIE AEE IA a> A TPR, CHOPRA EB 2.1 AG TEBE, 
C2) JHE (Hr Yc, Bak, a Fe LEM, 
@(a) = [Bia FSIS) 
Al (py fy HET, Alt, fe Hote, H 


[Fl gea] BIP] Fha. 


u 一 二 P. 


一 一 一 -a mm 


Mhr rr r | 
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te eG Le (HPY 时 ， 
LEIKIEN F year LEB ITD] Flo VETS. 
Buk, (D136. Hic. Hahn_Banach BEd ata, LAR Riez 表现 
EMIT Ml, 存在 一 1EL*(B), 使 得 
Lf=| f@)Ue@ de, vfE Ls. 
如 取 By 个 RY, Ml BLE MORIN. MAE Bn Ate LE Le (Bd, 
使 得 
Lf =| F@bL@de, FEM, (4.1) 
GD 构造 一 ?使 得 对 一 切 的 By, 均 成 立 
LJ = | f@iode, wf E LE, 
普 先 设 SELL MDE BE-LEL B), 使 得 
Lf=| f@yh(w)de, 
但 了 E ,1 再 一 次 使 用 (4. 了 ) 式 , A— LELB), W 
ke 
Lf=( f@bL@de= | f@OL@d. 
ULL ESCH 18 
[IO h@) -h(@)} de =0, yf ETS, 


WM f(@=9@)-(Pag@, Hp ge LB), Wel. X 
wf, EAS 


| (9@)- Pag) @)} h@) -hle ds =0, yge LNB), 
WET, ii 
| O LO -—b(@)] Pali- @)} de =0, yo LB), 


RHE, A 
LÆ — bog) = Paip (0) E Pa Heeb. 


fd HP RE (FH a [第 3 部 


Lx) -1 hie), 当 tE By, 
la (Œ) +Pa(h-hi{e), H eE BAB, 

则 不 难看 出 

tæ) = hale) + Palih) Bae Ba, 
容易 验证 , LMI BBL AY Me) 满足 

Lf=| fede, yf ELL (j=1, D, 
HARTIE, ALIANT, TI Ue), BRL Lak E— 
GEN RR. 

(ii) RUSTED GD PHR ZE Gy ww H 


Lf=| FKD, Vie Hee, 
Hee Jog fA eRe AS EE, 事实 上 , (1) 中 最 后 的 等 式 对 一 切 jE 
INI, ah FE ER 
Lf=| FOE 


H, 97, QRPHARAAA SF or. RT, ARiparit 
be 1 的 证 明 。 任 取 一 球 吾 ， 以 及 任 一 了 EL*(B), (Fh = 


1, HeuppfcR, que 
a(2) =O" |B) 0 (f(a) ~ (Paf) (2)) ZE), 
ME EHHA C, a(x) 成 为 一 Cp. 9, 8) BT, A suppec a, 
fy ak 
L= (ei (ada 
以 及 Le (ines), 便 得 
[aCe a) - (Pal) (a) de 
上 式 厅 改写 成 
BIS f FO to - Pal eye | <E. 


SLR 


roo— rr pr er er rr ~ 


Bly BPR) A ae A 55 
由 此 推出 

Bleed hie) - Pb) @) del” oL, 
th, FE Zi ay EAER, 


关于 Campanato 25 A ae, FEA TSE. 

mm 4.) H gE iy.(R"), a>0, lag’ coo, s AIETE RO 
Li wee >max{a, e/a}, MEIR LMS 

CL) lglg 3 

Cit) |g Zaro & Sup B| f inf rara 


tea? 
一 p(n) [de | <i oag 
《Do 
& sup oar} inf fI 7 [al 


a> (lets 5 et pes, 十 | æ By | ree + aon 


< oo 。 
证 明 GDCD 是 显然 的 ， 以 下 , 先 证 (iD 全。 设 pe 
Pr, W 
[IE ~ (Pag) (a) tde) 
lg) - pære) 


I- pæ ray 


rH J. 
j, 
BT hal 2O- Pen Olan) 
rj 
rja 


| Palp- 9) Œœ) jae ) “ ° 
由 上 式 并 使 用 引 理 4.1 便 得 


(rf, Ie - PD e ae) 


<0 5, |, lgs) - p(x) irde). 


ry merger tel le ee -~ 


56 He ROSAS RA rae 


[iF 2 Re 
因此 ， GDS DDES 


完成 。 余 下 , Ame HG) Git, 


设 Itle.an< se。 Mt EB AS eS Re, bh ke p>0, 记 B= B(x, 
a), Pag) (©) RAR RM 


(Pog) (a) = D Ca Pea)”, 


Ep a, (2o, O = (D’ Peg) (a). WIT Ba = Bley, 270), WY 
: per Mat 
oaf int j ERORO T al 
ap 1| [2 p°"| g(a) — (Pag) (2) ya g“ 
JR” 


(p+ | — ay|)* tpr” +n 


aoe d[o | 19) ~ (Pag) (a) Jae | 
+ Si a lg(@) — (Pag) (@) {© pe" d " } 


Cras ej We ie 


copes arent [gw) — (Peg) E) de 


+(e f ERDO- Pa irda)” | 

CIG gaar t EC 
注意 到 

sup | Pe,,9) C) — Pag) (%) | 


= sup $2 (ty 2p) — by Bos P), (y x) | 
te-uel cto jiras vi 
opin lw] m-i . 
< E ZOS away VP) ~ ay (0, 20) l, 
BHEE YI j=j 


p aso sup | (Peg (2) — (Pagi (e)la 


OEE: 
sap | Pang) (@) ~ (Pag) Ce) | 
< 25, cre. 号 DY (CP aya) (0) — (Pag) (x0)] |, 


4.2) 


ee et er = — “一 一 -一 — 


34] He R FAT 7 [Bl 57 
容易 证 明 ; HHE PE Fs, 有 


[DP Ce) |<0r (Ta Tlen PO) 


(4.3) 
事实 上 , 先 设 wo=0, WRr=l, HE— IEP, 六 可 以 写成 


Qu) E Pea, 


linia VI 
其 中 6, = (2°Q)00), FIR GRAS P. LR 
[Q] = sup (6, | 
‘il ~- i/a 
e= pO DT han (OO) 
河 等 价 性 ,可 得 


v 一 J 
| (DQ) (O| =C l HOD. -Ca ‘axl, 
因此 ; 4 ay = 0 及 ?= 工时 , (4.3) 式 成 立 ， 
对 于 一 般 情形 ,可 将 任 一 PE ,写成 


Po) = 加 


In| <2 
mE Q@) =P try, HER LAM ORBEA ASR, Mae 
HIJENE- SIN. 
EEDA (4.20 RG Ba TEE 
BYP | (Prag) (2) — Peg) (2) | 


<0 COONS Dr, Pond w 


bey asa 


— (£ 3,9) (x)! ae)" 


<o y ONS pm 
yey T 


Væni g(a) ~ (Pang) (@) ae) 
tar, O- Paola) | 


TEER T, F A yeee E o er- TH 
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<p Io] ee, ass > Ss Zen Fel + end 


[<a a j=) 
因此 ， 最终 得 到 


P jmf, | o 


=O gh yg. 0ng aes 2 Tytwi tang 


la | “ag vI j 

WERD 

mat | 2°, s/n, 

> Olena tp lei tend or 

=u Qrtam, 4 a>s/n, 
则 得 

IIi gras SON ees 

mE, 


$5 8 + ih i ff 


古典 的 Marcinkiewicz HT Hi iA BAIR. Hl<pi< p< po, 
Sik ee AT TS Co", De) WA CE, L») 型 的 ， 则 
Tle CL", Lr) 型 的 ,其 中 pi 和 p: a. 一 个 旧 
然 旨 更 的 疝 题 是 当 左 端点 pi< 工 时 ， 关 于 算 子 播 值 应 有 择 样 的 结 
Vek? 下 面 的 定理 可 以 看 成 为 上 述 Marcinkiewicz 插值 定理 的 扼 
广 。 

定理 5.1 HOca ale pae, BRR SPR Be, 
LPN Ay A a CE, 上?) 弄 的 。 

G) Al<p< p, WTA, LPRA; 

GD A p< pl, WPA, LXR, 

HEBA GD 的 证 明 将 在 本 章 如 shin, ROR a GD) 的 证 
H, HA Rg, 满足 1<9<P， 设 ELR"), J 

Maf = (HLI F9”. 

出 HD IRR AAE PES 


3] B-F ite fh 53 

maf ke SCy,arall Fre (5.1) 

记 
Q,= {rE Kt: (a, J (@) > a}, 
hBi 3.2 可 得 一 列 球 (Bi = (Boe, 7), E LB) WES 
HYPER. GUD RG), Rid Si) =H nE, UR 
Fe) (PS (2), 当 GE Dy, 
a(t) = 4 $ 


当 rÈ Qa. 
fy 
f (4), 4 vE Ga, 
g(#) = Pa fa) Fe), 4 2E Na, 
以 及 


Ræ) = = hæla Rieme) — Pa fa) OE Ay , 


W 了 Cr) = gC +h), ABD 所 满足 的 性 质 GD, 可知 存在 一 
wE B(x, 54r) 站， 因此 ,由 引 理 4.1 得 


hel FO +(e rf, | FO feat) gio) 


=| f G) CO peas sar, | ElxgeSiry) FO. ne ) Fe) 
x | f (2) | +O (in, Jio (a) <1 f(x) | + Cat (a), 
由 此 推出 


Cy fy he eas) BI, 2c ie) + 
<c (- Ra B4] Eiz, 5444) HORON “+ Ca, 


Al Hs 
(7 f 加 Paz) “<Ca。 (5.2) 


Mic 
t(s) = h(a) Oa Biv”, 


EPC AG. 2DABMHR A Wea Dg ORF. AE, 


FPPC 2) E REE Be 


[Rea 
ho) = Oa |B: | "a, (e) E Hees, 
i 
A 
[fel eae. <a Cat) IBD eae [Qaj Ps (5.33 
同 理 可 证 
|\9(@)|<Ca, 4 rE Q,, 
[HH ré 2. 时 ， 


Iæ FO | <(m, f) (2) <a, 
Pa 此， RA 


[g(@)[<Ca,a.e.wE R", 


(5.4) 
为 证 定理 5.1 的 (站 , FP SESS Be EBB peoo 和 P= 
ce。 当 p< 时 ,由 假设 得 


P ITIS | ee 人 | >a} [de 


<f ar {y? Tg] >a/2} | + | fy: [Th | a2 Dda 


< i wg/ met | a-i (Ihla /edal. 
由 (3.3) 和 (5.1) 式 容易 得 到 


f ee idl fa) dad jar | Qa! dæ 
0 


=C lm, f IBC; fiz, 
其 次 ， 


fa? glp /amda 


[erent ( | N | geryi dge + fs l g(a) "dr jas。 
时 (5. 人 台式 直接 得 到 


ot 


[are U | g(a) rd ) da<o | 


ee19uldz<C FH. 


3) ey it fea G1 


oon (fo | g(a) | de )aa 


<| | | F Ce) | 2 dx jda 
] {imal Cr pao} 
=f Fe) iP an ar Pe ida Yda 


(rial) iz} 


afia S dajie = 1/ (pa p) FB 
or ta AE R, th 
ITF] =C] fly. 
FE Ba = co 的 情形 , EE, H E. 2) al 
(Tgl sC gl .aCya, 
因此 
TF | Bet ty. TACO)! >e) 1d8 


= Cf a=] ty: lE F) i >2000 |da 


<0 f a | ty: TROD | > Oya) da0] f Ie. 

TW SET ee Ge A 

40 38 i, EAA pit lA pe= oh, maf E 
于 Marcinkiewicz 定理 , 世 不 同 于 定理 ?5.1 的 算 子 搬 值 定理 , 它 可 
表述 划 下 。 

定理 5.2 RAREST CAC, LOWES, BMO) AS 
iit, dip Le AEREA RARA A Tia A, 由 于 也 是 r, 
了 型 的 , 共 中 上 < p<, 


在 证 明定 理 之 前 ,需要 对 BMCO 范 数 作 知 二 进一步 的 说 明 。 设 
fEBMO(R), BH 


JF t= sup- jr IO- foldi< co, 
如 记 了 的 shorp 函数 为 


# = __ 1 _ 了 一 
f= supa | IFO- forlds, 


一 ee 


a2 H’ Reyta me Le 
HPQ 为 包 合 的 立方 体 。 不 难看 出 ， fEBMOM AMY fre 
L, BA, 

现在 ; 回忆 一 下 Calder6n-Zygmund 分 解 引 理 ( 引 理 2.1); 若 
FEL CR"), 则 对 尾 一 入 >0, 存在 R A R= QP, 满足 

O @=UQG, ta Qt EAH, E 

rc. [ [Fo ldn<2r, 
Qa | ay 


GD IFO <A, a.e. zwE P*, 
上 述 2! pona FO ARAN CZAR AA BBA, 
记 A) = jQ] = S108, 
引 理 5.1 A FE LIGR), mW 
| we: HLF) (a) >5 | <2 (A), 
证 明 OE SCE BA Sey 
HLF) (2) <5", 4 ee QW, (5.5) 
其 中 28Q HQ 2S RDP. HQ) AGL ce AB ob ADO 
Fy ik, 24 QD CPA wy, 5. DRER BI. DER ew) ee, 
Mis EON, Al, FFE 4, EIR QC) NGO, 18 
tél )(2@e), HIERE, ERRI A, GEC AG E). A, 
So | Qk) <<) 2Q (a) |= LCF 
看 


EQN 


由 此 得 到 


i FŒ dt =| oars FO jd: + finos 
SARODE E PARQI SDAR] 


CON Qes 
H (5.5) 0 ease, B55 ETE 
| (1E R ALF) (2) > 5A) | 
= | ELJ: HLF) Œ) >5 | 


< (LQ | = 2). 


i F(t) jd 
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引 | Hi É, 

引 理 5.2 设 fEeLi(R),a>0, 以 及 8>0, H 

HlO a | (a: F (a) >a 8/2} | +TPBorf2 ta), 

证 明 ddy=2" so, ma f aale S Ev le fe R" i CZ 
4 ie, HF v<a, 则 从 引 理 2.1 eE TAE a CS 
分 解 中 的 任 一 立方 休 QUA AEAT YA CZ 分 解 中 休 一 羡 
方 体 好 A. FAL, atic 

I= (JQ, Herp J = {7:Quc ia: f* (x) >aB/2}}, 
Di 
Ii=@nt, 
则 
WD= SQ) TD E BCD QED. 
i @il gu-o QII 


qio 
当 QER, BE FEO, 使 得 
f* (2) a8 /2, 
因此 ， 


1 、 
Tat lo | f(t) — fo,dt<a8/2, 4 QEL, 


(SH S| BB 2.1, 得 
| fo =<2y= a/2, 
因此 , 当 Qe ii wy, 


> 2B] lfola 
Qn- =e" 9 


: 
<i Sf FO- feitt l fol D [ae 
A of se” gi a T. 


a 1 a 
< SO- faldt+ 5 D IQ. 


H ELH 


9g 


D [<8 4@ell, 
0,79 


=- rT i p ee. E. -11 <r rr 一 一 一 一 一 一 


64 Hr ROSA SRS L= 2 


因此 
SCS 10rd <8 Y SA), 
gle EN 


@err 


其 次 ， 


eer 


DCD DSLRS] eF") > 48/2} |. 
ofco EI 
AEPA ee AERA EEs 
定理 3.2z 的 证 明 ic 
Ly = (fE Lg: |f(w)de=0}, 


AS MELE A LY fe LP Pe, BP l<p<co, A, 为 证 定理 , Re 
证 明 
IPFC pnl Sie, YFEL. 
当 了 EV 时， 显然 是 d, %, 0) RTRA A. HERH 
条 件 可 知 TIEL, 再 由 引 理 3.1 和 引 理 8.2, 得 


JT Fl: HEROA P| a lo: HEAT A) (a) > NM | da 

52" | ar tun) (a)de 

«502p ] | ar] (at (T f)" (E) >a8/2) |da 

+ af ar- igp (2ta) da } 
<5 2p} (2/82 [a] te: (T A)* (a) >a) [da 
+ 8| a “tp ( 27" ada, 
Ana B= 2-o+5p-1, 则 得 
| erarrkaaasC| ar] tæ: (T F)" (E) >a} lda, 

其 中 仅 依赖 于 p 和 w。 因 此 ,余下 只 需 证 明 


HPI lo omnl Flo VFE LT. 
sy Marcinkiewicz 擂 信 定理, 世 只 需 证 时 


35] Ate G5 
| (了 站 > 和 | CA VFELS, (9.8) 
记 (9 Wake | fl)? 按 高 度 加 的 CZ 分 解 中 的 立方 体 序列 
显然 ， 
和 (7 
以 及 
ing) fF A— f IO Jri 
Os 4 Q! Q T7 ” 


f=6 + 9A SF -mo,f)Bo,+ ZN Fia 
Bee, gele, H. 


1g} <a” Pa, 
H Ty (Lz, BMO) 型 的 , HORE BRB, 使 得 
‘Lgl, SBi, 或 者 (Py Es Bh 
出 些 推出 
lft (CP A)*(e) > (B+ DAM | <j fe: (7b) A 
AUE. HES. G) as A a UE FH 
TD EDSA CF Ee A VIEL. 
注意 到 Solh E2 Ui ma S D CA] RQ] A HE R G/ 
CA DF A Ad, p, 0) BY, Alt, 
[blare SARR: 
Hie 
# t _ 
(TOt) =sup re | IDO- (To lat 
1 , 
<2s0 g ~ OD OJUSE E), 
dy ee 
Viet (TO (2) >a} || fa: HEC B) (2) > /2} | 
<O Tb] /A<C HESLO HR 


ECS hr, 


TT Liab EE eir aal a -e io 


613 HR, Re yes fA Sy ME RSH [第 2 章 
Syn, ee AEB, 

如 所 周知 ， Stein H3 RAHAT Re, JPE LR") 
(a pse) ENTRAR A Boe 7 ie Ca 
E. id. Stein, G. Weiss [SW 2]. Fmi e ma LARA 
A Hew (O< p<l) 上 的 拓 广 形式 ，。 

定 旭 5.83 BO< pmd piel, S= ECUR, DR 
{7.26 8) A-TRAK 

(Tity leeds | Filey, j= 0,1, 
sjJ— lily fe HANEL” Ra H -oo<y<co, SRT aE GE 
[Ci], A 
[Pf jp Ay AS jar VIE HT, 
Heft lyr=(1-0)/paet0/ Pi. 

EEPE BH H+ SE, 

BLESS 设 0< Du< pil, Hab utes >[o( 2 ~1)] 2% 
5 为 一 fryceys) 原子， 其中 J/7= (1 一 人 /Po+8/pl， 及 0<8 
<l, Wj Mep AG), 使 得 

hiy) Jant, [RO + iy ler, EL, 
CAAM 
AC) =a, 
证 明 ee Suppecs, FE 
A(z) = {| Bye@e, 
Fo ats) = (L/r-T/ pp) -2) + G/r-lL/po. BARE 
hiefaliy)) = 1/94 -1/pa, Rea. + iy)) =t/r-1/ pi, 
DIN a( =O, 4a 为 一 (7?， wo, DETR, BY a A—-C po 
ec, E RF, E 
ACER) [ae = || Bit Pajan = Bia] se L 
DEDE: 
RCL + ty fe cl, 
最 后 ,由 elt) =0 HE AC =a, 引 理 证 毕 、 


i-ai amm r 一 am 一 -一 一 一 woe oR ee Pe MD ee a = -a 


45] SP ile 67 


定理 5.3 的 证 明 Rs, EI Apir, JERE t fR R 
BUG, TH Igle <1, 1/4 +1/k"=1, 构 作 函数 


FO =| EO PREDE) dr, 


HER B(2) = 8! e rk) {1 -2) pite pd, A ASW 5.3 中 的 解 
AT PK. MERE 8(9) =]， 
Re{s(ign} = k (Epi 7) /k po, 
以 及 
Re (8(1 +iy)} =k’ (Epir) /kp 
对 指标 Epa r 使 用 Holder 不 等 式 ,可 得 


Lecéy) cf Tukae ray 


Ci 
<I Tiyuy) 190 


ie + 


由 此 推出 Fea aA Aai EF iy jaAa, A, 
ERIBE PAGE [SW 2, 有 


log | F (éy) | 
| am 
log |F (6) | <5 7 in rof dae xy — cos x 


, log |F(1 + ty) | bay 


ue -r yiia 


sh ry + COS AO 
<(1 - @log AF + 0log A 


由 此 推出 | 
|e) | SAPI- IWA Arek 


上 式 列 含 车 对 任 一 (7, ~, s) ET e, 有 
iT ah, 45° Al, 
因 溺 ， 定 理 的 结论 对 任 一 (7, œ, s) FOR. WR SE 
Hr= vo, Ti 
f ar > Nias, 

其 中 每 一 4 为 (fy ©, 8) AT, A ZlAs|"< 00, As 

IP FISE As |UD ees pE (Ay “AD E] Al 
ne BEDE HB, 


e mae ee see — — M 


O08 H? Re 25 [ABS] oy A PEL e Don oat 


6 五? 空 亲 的 插值 与 能 Be 空 全 


eX Al Xe wip eA D a $s A A a SE: 空 
Dink x 和 之 ;的 二 和 空间 Xit Aa, A248 

Xt Xa= {fif = fit Fo, JEX K foE X29}. 
Kit Xa EWEA EKO, S, Xi, ADAK; F) RELA 

K(i, f) = int Fs We, tti feliz), ¢>9, 
HEJ AG ey, 可 在 X 和 KX. 之 同 进行 插值 ， 
定义 6.1 设 0<0<1, 且 0<9Ysce。 所 泗 X A X 的 播 值 
23 |] (X, ag, 是 指 
Xi, Ra) eer {fe Xit Xo flea 


eff ee Kas NI < 


EF 23 ae A A Bee RE 
CL", Lo) asp = £7, 

Hop lepp piso, l/p=(1-6)/po+8/p,, 及 0<9<1。 AX 
空间 氮 值 的 详细 论述 可 参 见 丁 Bergh, J. Löfström [BL 1], 

本 节 的 前 一 部 分 是 要 将 上 述 的 经 典 结 果 推 广 到 Ae 空间 上 
E. AWW. SE BS 

BH 6.1 设 0< acl, d>0, m>n/ Ppi, UE FEL N(R, 
hh f Weta f= g+ 6, ef OE LCR"), (bed, ge ACR"), 
以 及 

gi 0 IEE) (mae, 
tet Cr) 

Hp CE FER. 

DEAR AmS. HAE S AR E me O= fa: 
JA) > 6} 代 符 那里 的 O,= (w: fia), WFA RF 
=g+6, Hp 


ee eee + 
= 一 一 一 err 一 -一 -- 


45] He @ EWA ao H? 空间 ay 
B(w) = f(@) Pol) + BH Pile) er(%), 
以 及 
92) = SiS @)-Pe@) lola), 
这 里 Pie Pe, HERBY G=2* mf, ve BAY Pile). Cle). 92) 和 
b(x) 5} ir 3.3 TERA Pie), Cw), gM b*(2), 


i Et ha] 4p a 3.8 的 证 明 , 可 得 
bi) | =å, 


为 证 引 理 绪论 中 的 最 后 一 式 , 将 9 写成 
gle) = mF @) ~ P(e) J]; mAn, 


TÉ, tetit g 的 径 向 极 大 函数 gr: 
gt) = aP | (gurp) E) | 5 

Hop ECT, suppyýycB(0, 1), E vlel, H5 3.3 之 前 关 
F 5; 的 构造 , HRAM sappgicsupp hC Bie, Ar), HTA t 
一 六 的 处 理 方法 是 相同 的 ,并且 同 2 nie AC, WH Hee, = 0, 
LLP Bm, 274) 写成 Ba, HD Bs RIAA. 

情形 1 seĝ, Hisar, 此 时 ,由 654 RE loll, 
AS HEAL D(z) = 了 (Er 一 经) HF Ee R: uppta BO, 4), 
ID'S]. <C,, VYE Zt, WR Ol, <C. At, 


Jer) FD 

= | (F=) | Cf ND). 
ERA ce FcR, w 

Jef ETP 

<C|P,}..<CO<C EOW, 


Aw, gf (2) OF R(T), 
情形 sefi, Hidre EET, BRP) =l Ee 
72) 满足 以 下 性 质 , uppPcBO, 9, AE Dlm 6. Ae, 


一 一 —— ae a ek 


70 页” 总 ") 空 间 的 分 解 结构 理论 LR 
| EATON 
<hrf W254) Owa] 
= | (FrP D| ECL). 
同情 形 1 一 样 ,有 
[| E Pumecay| <e face), 


Rk, gh) Of $2), 
情形 3 Zz# 8。 此 时 , 当 [e] 2 iN, H suppyc BO, 1) 可 


a3 


Cov (= 后 | of 222 FD -Payo 
因此 , DAR ARB [| <2, H (ZTLR yA SR 
(252) =Qn@) +B), 


J Qn(y) WSL) RF yt mir Taylor 多 项 式 , 易 知情 (y) 
he 

IPR (y) E <Oyr7 Tiry tae] i 
因此 , 由 (3.5) 式 可 得 


-a if EY | 
1 fa FF) — COMTOR 


[ 
= er] RMF) -PILA |, 

8.2 wer Gu, WR yE Ble, BAr) NR, AHR 
W Pha) = Riy: mda r) WELF RAE, supp Pc BO, 
53), (D621 <0,(ri/ ia)", 以 及 Oh, Olr jej A 
it 

i a RD FD Ey) dy| < 07" i ROW) F (YE (YY) dy 

= | (Fp, (ys) | SC r |e aos mY) KCS e 1. 


Hrm mn ' 
ampe -人 -vb Oh i “ne 一 一 - m re ep rp ppp EE er 


8 H? 空间 的 揪 值 与 弹 He 空间 fal 
注意 到 
| af ROPE] SLP ED Min 
<Ca(ri/ ea, 
FA, gh(@) lacr la L 
综合 以 上 三 种 情形 , 在 一 般 清 形 下 , 总 有 
GFR) ECORI RR EAr [we — a, |) ge (0), 
Hy he 
gt ioe soj. [fR Jede + conf ,Cri [e-r rnea, 
ER On +I) poor, W 


Fe i _ oT > eae 二 Pays o du 
’ A |e- æ] ) wee as ja | le? 
<Con | Byf <of _ LFR(e)] ede, 
E; 
iA st, 
Jogr lo f: [FR (w) mde, 
出 上 式 和 种 引 理 3.2, 伍 得 到 
ig in<CD[, LIED] Fo Pwd, 
5) Aiur, 
定理 6.T O< papano, <<], il 
( if", H") fap He, 
H I/p=(1-0)/pot/pi 
证 明 OF MAH p= co REEE E, LBL 了 的 定 
H oe 01.5, AAA pi AAT pi =~ IB), bah, A kh ia 
Dapil, FU EER e A DAAE, 
显然 ， 算 子 fe f8 ad, LOAR. Bk, A Fee es 
mae (a, LP), Ait, LRAT HCA, L Jes 映射 到 
i, Leis = 中 ， FA i 


72 ERP (Re) Se a e A (#2 
CH”, Lasc A, 


FUERA, Hit S. 4m A hE tH 
Hr?N AC H", Eye, 
{ER FE BOL, 并 记 下 A J aH, HE > 
在 可 孔 6. PR = FAG, 得 到 了 的 分 解 了 = get be, 并 满足 
lbs, 


TAES] jf) Img 


Cit (a) Ft ro)} 
sof” [Ja] de, 
Hafis srai ER 
T aoaoga YE of cerry 


-of ao | iB, 
pipe clé 


| ge ee <C [re (i [FAx] de) = 


= C f ~d pipe CE [re ye da) En 


why Ast) Hardy Ask, (HG 

f (ETP Ge! re)” a <0| ttre Ct) |? St 

= Cl Ft, 
BES RG DES! geeti], Bye I: BoA HER H 

l Flee SOIR, 
pe, 
$5.1 sR 6.1 HA wi Byer me 
(HP, H” )a = H(p, q), 

HAT f/p=1-8)/po+6/pi, 用 0<9so。 HERA E GI 
HRID. 


TPP mimma ampa rh a E 一 A = rer- - -mn re r Pr gg 


85] He alate ia J ga WH? 空间 73 


注 6.2 据 [BL 了 的 定理 3.11.5, AAR 8.1 BAe 

广 成 
(Hips, 90), HD, 3903 Hip, 9), 
Jott 有 = 过 一 pHADi OC O<1, WRK gem, 

四 注 6.2 和 看 出 ， 如 在 五 "和 Ap, 2) 之 问 捅 值 ， 便 可 得 到 
itp, 0. Ait, MS RE RR, Hlp, 0) BARRY 
fii, 它 常 被 称 为 弱 召 ? 空间 。 下 而 ;将 对 它 作 进一步 的 讨论 ， 

从 第 工 章 3j MA, S A? 空间 的 定义 是 

H(p, ©, R) = (FE FR) IPE PI CHL p, om, E), 
dip PAD APRA PICA), ef. 98, BR 六 中 的 任 一 个 
FACE, HH GL, 有 

CH™, F's, = H(p, 0), 
其 中 /p= (1-0)/pyot+O/pr, RO<KI<1, Nit. MRPs 
EH” + 12° day Sse ae”, 


| f | wifey age, 一 inf { g | ze, + [Ai meat 4 
一 了 十 各 


WAR ab. BL FE Ae p, œh 6 
liu (fxP,)= fF, 
a t-l} 
Hop Se AA EIR S ET M H Ae PRE. FE A 
“ 依 dint H" RTRA TR int ee H” + HM 中 成 立 ”， 
a Ee Aa BEST aA Hip 20, A AI E T A AE a 


定理 ,2 nw fe H(p, 2, R), ppi MEW F 
SEIRE Cf al Ps A U TETs 
G) F-m TR AM HI Y 
fh 
CE ff- fu MD SP RRA Pao bati Tint dey 请 中 
1) suppa BY, MS | Bic 2%, Be y (2) SO; 
+ f ‘ 
2) [he s027; 


a i eR Da rere - -= 


i4 H? RS Bee Bie [a3 2 = 
ie 8 a! it: 1 
3) [it@etde=0, (Bl <s, 且 非 负 束 数 :之 [no( 三 一 二 | 


RPA HC, lA. fe, EZ, Pes’, AWB (i) 和 
TDs Buy Te H(p, co, H"), IE Spo Ff ken, ~ C1 
注 6.3 CS B= 时 , 定 庶 的 销 论 也 成 六 ;但 人 中 的 等 式 忆 半 
下 为 在 Tw 上? rae, 
定理 冲 .2 的 证 明 证 明 的 方法 本 质 上 同 命题 3.3 的 是 一 久 
Hy. Midge, = CfeP (te), THE FE Ap, oc), Il 
limu(s, D= Fér), fe H+ H't 
记 B= SAE) S2), RBM uw, OD TE) 当 4->0 时 为 有 
Fray, Eth, 如 以 Dna DÆ ne 《2) A AE 3.3 DE H OB AY 
FDL or (<)， FE 8.3 前 证 法 ,同样 可 得 
fe Dot- 9") = TCHAD fy 


共 中 名 和 和 疡 的 定义 见 命 题 4.3 PIERA. Ae SE eH 
Be GD WER, AUG, 只 需 证 明 


erie X 
yr i 2a Faas 0, on 
LA Be 
lim | D fatae,=0, (6.2) 
Fto ko Wy 


WE PA UE Ay, TARH (6.1) 式 的 证 明 。 事 实 上 ， 由 
(il) ay ay 
A D Sr OH) c > ! Birt, 18r*} | 


CS rial D2 fi 
i= 一 k= = 
ah, (6 DARE, 
K i kz ES, BREOAGD. AGDAA 
j Fn | mak OAD 
由 此 推出 


— Ne a e 


Lhe L ë = lir 


§6 } HP vs fae tig gh We 空 司 T5 
eiJe) |. mare, 
对 任 一 4>>0, Ae ky HA Atal), JE 
f= = fat È AF Fo 
wy Aig Ro —4 
POS) SE Sek W@<e 3 M0, 
FB HE Hi 
wipt f) (@) > (Cy + Dad << | vy CF) (@) >a} |, 
因此 , 为 证 道 命题 , 只 需 证 明 , HEHE Hae KNW, BE 
i 407g 8 (Fa) (z) >a} | Ca. 
Wicd Ay, = ie) U Bi, 训 | 
| Au, <>! rf <CC, eet aC a", 
iy, ae PB Fa ik BA 
| (wg Ay: OTC.) (2) >a} ' Ca 
Pré Ag, 由 (中 的 3) 可 得 
k _ [2K -x GY \ xi-y + 
žep) (a) = [areh 25%)~P (BEY Vay, 
Jip ot % Bagh, Pye CK -t)i Abit sik Taylor 4 


项 式 。 由 上 式 不 难得 到 
| (Re (@) | C2" | BE Ors NA [em af [Oty 


H SHG aH itt 
PERF) (2) OD | BE tate |g ak Tett, we ae A, 
如 记 Ine) = [ome D, Oy. OR [BE H, PA Ig 


|e É Arn ORF (5) >a}, 
<lre An: For @ >a} | 
<[fe: BEC gu se) >a . 


Te 一 . 


i HS Re 23 R E EEE 
注意 到 
| AT: Gu Ct) >a} | Ca 
Ent ide FB SSF SS AS a eh AY s,s SE 
| (Gmi) >a} [<Cad, YmEN, 
ARA 


| (2: E Cmgn 2) | >a) e oe Yl Coj 


其 中 0<9<1 (HERR E. M. &tein, A H. Taibleson, G. 
Weiss [STW 1] i-p 3 aA 5.1), ea 


lice An: pE > | =Car? c 六 ,Ci 


大 一 于 


<Cor SP2 BE CCa D 20 全 COaore。 
R= 


toe 


到 此 , 定理 证 毕 。 


§7 ”分子 与 分 子 分 解 结构 


B? 空间 原子 分解 结 析 理论 的 基本 轩 想 , 就 是 将 FP 
分 解 成 一 列 直 村 元 素 依 一 定形 式 的 登 划 ， 而 这 些 基 林 无 素 应 当 员 
育 某 些 非常 简单 的 实 变 性 质 。 例 如 ， 原 子 应 当 满 足 定 头 1 em 
TA REEL {RE E T 2 Ly R eS I OR, WE A Ea SS 
eg HOA ER AT. ie. HAPET nF A ee. ES 
FCA We SAK EN AT? SS i) SD SPA TK SES ORR 本 节 
S| BEND 4) POE AO AR E ISR PEE SES, PRS 
Wy RA RRB ER, PART ABET 原子 的 基本 元 


F- 
I 


1^ | 


定义 T.1 设 0<p<tsgsco， pa, 非 负 整 数 


siege ow l i :1-1-_ 
:= [a( 中 e>miany s/n, Fi i}, j=] > +E, 
RE b= i- > +e, — EKI ME LICK") Hey HLE To HE BY CPs 


% 8 OST PMAECWER PITRE: 


——_—_—,-— - - | ee 


$T] 分 于 与 分 江 分 解 结构 77 
G) fal (Cr) € DR”); 
GI) NADA ML] — eg | eA e oo; 
Gil) | Meo etde=0, ‘alee, 
. R” 
JEGID oe SERA AOA REL, BEMI M(E) ELR), 
BEE, 
[i M@atlde=} Ma dot | M) ldz, 
4] Hélder 727 Ba 
| aq) HE æ dre oo0, 
HK, Mid d=ne—s, 则 3>0。 因 此 ,1D (i) 可 得 
[| @aridesp MC) mid f el ende} 
< OO, 
AENT A RT aS. 
“FP TRAYS on 9S TERTS 
命题 7 了 .1 Rpg se 7.1. Park, eee) 为 一 (Pp， 
cs 8) EI, HAE — e>0, alx) 也 是 Co, o 3 e) 分子, E 
Nala) aC, 


lg" 


其 中 常数 忆 与 9 无关 ， 
证 明 说 Suppec 呈 xzo r). WHE 


工 1 
ti — b I ee 1m - 4 
° , G P 
iti] ehs Bt, B= Bizy Ts, 


wae 
lags) le = ag (| gO] Bl ja], <0] B\*, 
HE AD PER fp ES EE, WE EB, 
本 本 的 主要 目的 在 于 指出 分 子 不 仅 是 原子 概念 的 拓 广 ， 太 且 
出 可 以 取代 原子 作为 五 空间 分 解 结 梅 中 的 基本 元 素 , 也 期 8? 空 
YB WY SoA AY BAe A FS) FB M, 


Cn Tp pe rm 


78 HoR ya NY Sy MEETS EEES 
定理 了 .1 设 pags 及 2 如 定义 7 了 .1 中 所 述 , 则 
fe HPR") 
SAR fa RANA 
FCG) = ig), 
其 中 等 式 在 F HR, 每 一 MO py g8, DSP FE Ny | PS 30, 
ER TEE—- HE k ARRA O, HE VLD OL ish, 
inf {CB) ba P: f = DMa Ms) ~ jf lg, 
由 于 每 一 (2P， fy Ss) fa-F tte Cs qd, &, £) 分 子 ， fee oe ET A 
FE GE PHE SLSR IB, TM FES EE BS DEBS AT p Pb a EP 
定理 1 AM Ap, G8 ODT hp, 7 s Re 
we MTL FEE, a AP E Bet R), H 
|M | grer SCN (A), 
HEP AG aC AMICK, 
证 明 先 设 9= 2, HAH zt=0。 记 
g= [AE [Pee Eso= te: [e| <a}, 
Hy = (x: 2' lg < la; 2a}, KEN, 
Ve B, = (0: {a = 2*a}, k=0, 1, Tra Mic By le) =F mY)» ny 
de Ma) = M (a) 2 ,(2), N 
M(a@) = EME). 
Cm tk §4 PHS, CPs, a) (e) 是 使 等 式 
[ (Maa) - Que) ord =0, ‘a's 
成 立 的 唯 -的 OaE Fs, Pits 如 记 Prle) = (Pe, Vp (DE 
pil 
|  (My(m)—Pu(wysordr=0, |a <s, 
Fee 
以 下 将 和 证明: 每 一 (4, Pa BE (po, 2, DREHER, H 
ma HAW Cp, œ, s) 原子 的 分 解 ,这 一 事实 结合 等 式 
Af (x) = (My — Pa) + Ps 


a Er orh 一 
rp r a, a ee a - 


LE a a a a LH rir r pp 


37] oy ay aa T4 
将 不 玲 导 致 定理 的 结论 。 为 简便 起 见 , 不 坊 设 .fCM)=1， 因 此 ， 
(MEY) | CE) mm = EM] gee, 

ERAS 
MOPPE psoe, 
设 {pis Ilas) 是 由 (ot: fal <s) 经 Gram-Sehmidt 方 法 得 到 的 


关于 祝 LI Fa! 为 正 交 的 多 项 式 (限制 于 Es E), EH ere P 
Rss, 且 满 是 


(Pr Pwd tile PTI p(z de = try. 
不 难 验证 
P(r) = 2 Has PITE), TE Fa (7.1) 
HÉ, HS 4.1 得 
1 ， 
pry {| Mae) — Pa (0) jes 
ch EHH, 4A =O, 有 
B | Mæ) —Py(#) | dessa "MI = OB ™?, 
| | *¥ 
Ume NH, A 
1 
spo} ar) — Pa (e) | *de 


gjo |*dar, 


$ | ! ia(itis 1=<n(itin 

<5], | AE Car) [2 ej 8029) fap de 

pit TELDE - n _ n 

EMEY | | SET (2ra) (2 ta) Ute) 

-C'| By | Sf BQ nae 
因此 ， 

| Py lap eC] By Vte Å = 0, Í, “ 

in iit ay (ax) = ag* (AL, (@) — Py ()} HP A = C27 9 刚 每 一 9 人 2 
HAC, 2, 3) 原子。 其 次 ,注意 到 


2 ihu ls = cry A BbOe on, 
=" k=l 


- — PP ee Tr ~ Dl 


0 ECRn) 空 间 的 分 解 结构 理论 EEE: 
则 等 式 
人 《人 一 各 


CESAR RCE RATE MZ Pie p, 2，3) 原 子 的 分 解 式 。 
下 面 , 转 fi E Pa 的 原子 分 解 式 ， 记 (WE |b s) W {eni a 


<s} ATE 1//4,! FORME CAT 4, EL), EEY EFP. H 
3 
<i}, BDL 1 | amp (ede = Öar, 
BONED BEA RE SOS EB, AP P(e) = p Bwt", nij 
viz) 一 a, Be pice), 
Fa BE Ae CF La JE ti 
Py (2) = A, (M,, DOPE), oe Ey, 
H > > Py 的 原子 分 解 式 ， 还 需要 y 的 一 个 悄 计 : 存在 一 
As |i] ba Bo IRNI ERC 4 4B 
pee) | < 0) (7.2) 
Wik. te B= {rs <2}, F= te:;e¢ <=}, WR Te xs} 
Fide |i cs} 是 deri lal 8 分别 关于 权 LE L/P ae 
(iat Gy FA BE Ab), 由 等 式 


— 1 k ox 
Or ex 一 the, pr EJE: dy 


7 rar) (2010) yi2 toy )yrdy, 


iy 
ely) = (2a) Roy), kal, 2, +, 
癌 理 可 得 
elly} = (2 ig) Eap (ay), 
由 此 的 志 


一 
以 玉 


873 分 子 与 分 子 分 解 结构 81 
y) = (28190) (a/ad, EF, 
an FR 
C= sup iher ls fect}, 
WHH EKRE DARS. 
现在 , 旭 置 
N= DEM, a>, k=0, 1, 2, Tta 
ng 
Noa E, Ma wiy = >I. M(x)x le = 0, 
= 
以 及 当 上 EN 时 ,有 
[VE SAN | Mi(x)2* [dx < SA M | QI) 0023 


< ME SIE PEERED CDA THe) THEA gy LE LF e2) 
< THT AD TIDE ae) 
由 上 上 式 和 CY .2) 式 是 得 
Eu 1 Ne E p (E) | EOT aN 0, Bk 0, 
(7.3) 
内 此 , 如 对 等 式 
D Pale) = S13) (May @ MT) F ula) 
Rai} c=} |3| a 
isa tE Abel Al (7 .2)5%, HE44 
S Pue) BS SKM), 2, By) 


lemsi =i 


{d Eal WOE ot w) 一 a WE DB CO) 
= > NER I EB, | AVE) EB yl B) 


ied 
— [Mags] UOT) Dye}, 
以 及 
[NP Epl WIE) R(X) 一 {Bia et Cw) Rm) | 
a C2 rakt) By i “Np 


eH er i A p i 
i er F 


£2 HY (ROZE a e [Bi 
大 此, Ail ie 
fry = CRTA RTD, 
已 及 
ern Ct) = CoD NTE (| Enl Br) Bye) 
一 Eyi) 于 
ME — G(s) Ap, co 8) 头子 ， 


= 


he 
$ PCz) 一 Py > audi (rje 
因此 , 等 式 


ME) =È wae) + D Sana (7.4) 
在 点 态 意 义 下 上 成立, 其 中 每 一 wy Alp, 2, OET, o ay Np 
co, $) lay. H 
athe ey pà ' ry |?} oo, 
FAYE M EHT, R me, 对 任 一 9E A pus A 
[M (@) g(a) de = lim $ | nas Co) + E inten (@)}9(@ de, 
(7.5) 
事实 上 , (7.5) hea ECO SEF’ Pues, 
1% 96 a-a FH 4.1 可知 ) 存在 PEP EH 
fate) P) a + le] err OE £7 (RY), 
FH AE My 
g(a) (1+ [alee ACR), 
EAR at FR a PE GD EMA C 5) SRA a FT A > TT a AT - 1 
BARA? ORY Ghee xe. Be NEB A 
supp a,c dy, 
Phe 


supp @,,c Eys 


eee ee ee rr 


A A ee pp 


357 ATA EREA 83 
WU C7 4) AE BRA 


Ae) = > {An Gy (2) + Pa Hinto’ H læ | 2g 
iy JE HE Hg 
| scum M (2) ow dr = >I fay ty E) + p2 krio gedz, 
74 m-> co 时 ,由 上 式 便 得 到 (7.5) A. AE, Eare g2 
时 已 告 党 成 
4] @42 时 ,其 证 明 完 全 类 位 于 9=2 的 情形 ,需要 改动 之 处 只 
ZEN Oo 的 假设 应 改 为 o= [AEP eters, 


$8 ”对 算 子 有 和 界 性 理论 的 应 用 


为 了 说 明 分 解 结构 理论 在 研究 He 空间 上 Fourier 分 析 问题 
的 作用 , 先 米 看 -个 简单 的 例子 。 苹 虑 周期 情形 , 设 Fe H(T) = 
HoT), UE f ii Fourier 展开 为 
FODA, 


iw ke Fourier 系数 估计 约旦 3rdy ASAE 
zal <o, (8.1) 
FEKAS. 如 使 用 A? RTA Re, 8 .1) 式 的 


ERR EHAA, BAR, MEREM 1.1 ea 
CE 3.1), M. DAH i HARHAA M FAS SRA 


bà 1a" <0, (8.2) 


SoH ME MEO MCL, 20, OEE ERX, 
及 supp as 二 f= (一 7 了, r), W 
Ch (a) 1 = | ace (e aie _ dtl Oni h' I 
BAR, (8.2) a0 h PSR, 
gil re ae 


Aa i} De jlo. ii 


[Cacai 
k 


£4 H ROS RS eae ib [228 
<< On IZ) + EDD Bk DRS, 


pee -1 [Ril 

革 面 的 例子 表明 , Hr 空间 中 元 素 的 某 入 性质 容易 继 轨 结 为 p 
原子 的 某 种 相应 人 性质 ， 而 对 后 者 的 研究 由 于 2 原子 所 兵 有 的 三 条 
些 质 使 问题 变 得 相当 简单 。 这 种 应 用 特别 在 研究 算 了 的 A 有 加 
性 时 兆 为 明星。 以 下 , 设 工 为 线性 算 丁 。 

命题 $8.1 洲 对 尾 一 (3，gy， ORT a, A Tach), B 

Tel, =C, 

ERARO Ea BK, (p, g SEM LL eR, AR isra 
P MTA, LOWW. 

证 明 设 feHH?(R") = Hype), 其 


ffx) -一 六 rasle), 


H4 a;r) 为 (Ps fs 3) RT, E 
Bhae, 


HRE 3.4, Rate Fe HAAL R". BEJE 
PH > [Aal] TashrsC oP) | "OCS Loker 

ERARE Pn 结论 ,证 毕 。 

在 为 命题 3.1 的 一 个 应 用 , 现在 来 完成 定理 3.4 之 Ce) 的 证 
BW, 事实 上 , AAE SI RRL FE RKC, PRR EN 

[Palys 

对 一 团 的 (PP， ©, IRF ey, 

alr) 为 任 一 (p, œ, 3) ET, 且 suppach, nE Sce) = 
Bj Unale), M 5802) 为 一 【El co, IT. EDE, 


一 下 
12 | Pim vg VP Po 


为 简单 起 见 , 将 上 式 写 成 
la lge | Bier, 
Aik Het RT R Yat aA 
Ja], | Bier’, 


贸 此 , BETES A AGL FA a 


ET 


53] HATA Le aA BS 


pi Ta 


R=} arti ty: | Paty) | >a) [da 
a Bits? l 
<O| ari(la]an/ mda 
» 业 
+ of a?“ jalp 0da, 
IEI? 


天 子 算 子 在 H? 空间 上 的 有 界 性 ， 最 有 兴趣 的 河 题 是 算 子 过 
在 什么 条 件 下 为 CH? He) 型 的 ， 依 命题 8.1 的 证 明 , 不 难得 到 ， 
若 存 在 一 常数 C, 使 得 不 等 式 

IPS Ta), <0 
WHR Cp. g O ET a 成 立 ; Ww TAC, HAAR. 

Ri AEP AAS TAC, FMA. RE 
EEE 4) A oo TAME TP PL A Be 
个 了 不 子 在 TT 作用 下 的 像 应 成 为 一 了 分子， 

ti a 8.2 设 Piss Pel, fet tk — (pp Tis 81) IRF a, Ta 
FI- (fis Gas Sas ArT A 

N aTa) at, 

Hop a 2K WTA CA, H» a, HP (Po i, 81) 如 定 
KLIP, m Po 92, 82, DUDE ToL re, 

WAR OE FE A(R) = Ae CR), H 

LORS Sas(@)s 

Hp RE a A C1, G, $81) JET EL Dla [r< 00, 

AmE M= Las, M 

TFS MAE 


其 中 后 一 Ad; Al Dz Qos Bos £) T, AGE gE H 
> Aa! es CZ | hi | PI PH DY oe CO, 
LA Be 
MoE) eC (C $j 7 Te, 
对 命题 前 结 伦 由 定理 ?了 .1 HERES. 


F. = m, pp i ee 


r6 Hr Re) 33 (FA So Ss [Lee 
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#3, J. Gareia-Cuerva, J. L. Rubio de Francia [GR 11, 


第 3 草 


在 Fourier 分 析 中 的 应 用 


$1 Fourier ## 


(BU) ht, 4 FE MPR) = Ae Ry, fe 7 R"), AM, Ai 
Ford gC FUR), 以 及 F = Bate Al F RICP, 2, 3) 原子 分 解 式 ， 网 


CF 9 Alin (3) byte, §) 
存在 , 注意 到 aye LAR), 以 及 
(Shaan JY = dade, 9, 
则 当 定 义 了 = Bika, 时 ， 必 有 了 E99CR")。 下 面 将 进一步 指出 
级 数 3 2.7) 为 绝对 收敛 , 并 县 上 述 定义 的 (实际 上 是 RE 


REAR eK BT, 
定理 1.1 4fe Heck), m FECR"), H 


TEREE, 


[FDC 7 , 
HPEH Jr BRK, 
He FE, RE p RTA Fourier 变换 建立 估计 。 
SPR JI Fre oye PDT AM (Cp, 2, 3) 原子 , 非 负 整数 


=I b-1)} 


Ce lal 


G) Deae) =, lal, i ica a 43 AI- Tyan? 


VAR lels WE 


38 Æ Fourier 分 析 中 的 应 用 [#2 3 
Hp O 与 ve AK: 

(i) | [AA Ga (Ome 二 ; 
Pipe Hate larsa, WRI/rt+l/r’ =i, 

证 明 7 Supp eC B, Pp, 2, RP CMA TRAE 

B| sjel", d= Gp- 1/2) (1.1) 
Maa 
D24(a) = [a(#)(— 2wit)*]4(e) 


= [eco —2Zrgijee irite 


= | a(8)(-2rit)= fees — P(t) pdt, 
Heh P(r) Ay eet Pela ys s- [a] et Taylor 多 项 式 , 则 
Dea) jC lapi] ed 
“F: | stil=ja! laj (f, ET 2 erode) 
<Cfa[ettrianyg iC #2) 
bia FART Ox, Dice, 
为 证 (iD, 同样 设 supp cc 了 3. 考虑 任 一 PEL2(B)， 以 及 线性 
算 子 了 :Pre 由 卫 ancherel 定理 以 及 等 式 
Le f (2) = [for -Pmi g trigg 
TH 
Def of | Speedie; Ba Fig, 
eH 
[PF [eC (By | Fa, (1.2) 
其 次 ,用 Schwarts 下 等 式 推 得 
pf cf, Filat eiB EH ph, 
Jit, ED 
IT f[-<C|B|" E fhe, (1.3) 


$13 Fourier Fi su 
RODA, (.3) 式 ,以 及 Riesz-horin $F LEM, AB 
{{|Def(eyivde | <ej Ble ay ty, 
Heh l/¢e,=(1-0/2,WR Cct<l, Wik g = 2r 以 及 了 =a w 
便 得 到 0 站 中 的 不 等 式 ,证 毕 。 
下 面 两 个 推论 是 明显 的 
推论 1.1 #eAPDER Ap, 2, OUT. 


_ s+t -1 
jaa | <O}a [etal , C 2 


“1 
(5-3) 
推论 1.2 Be ADRAC, 2, 8) AT, E 
KICI TESSA CIT n 
由 以 上 两 个 稚 论 可 导出 PB IRT Tourer 变换 的 估计 。 
引 理 1.2 Æa Ri Cp, 2, DET, 其 中 华人 负 整 数 


:>[n( 盖世 


COISA RE 
其 中 心 与 zw xX. 
证 明 ”上 先 设 台 的 宴 必 在 原点 ， 当 Ts 必 过 [zf 时， 出 推论 工 .3 


ry 


i CO a 
T4 laig |x| mt, HIG 1.1 也 得 
0 <C jaf ee oe, 
FREE a [AFR Ls GE wo 处 * EBT, Ha Seah 
a(x) = [acie neede T SNttare foc tape Pt ag, 
并 注意 到 oC + oo) 为 中 心 在 原点 的 (p， 2 OMT, RBA 
ao) Cla [rors 


定 埋 1.1 的 证 明 设 f= Fh, AF AK Cp, 2, 8) 原子 的 分 


Cg 在 Fourier 407 it A TE jg 
bA. B3% 1.2 PBB hed, (0) TAREE. 其次， 由 引 
PL? BAAR BCS mh) 在 任 一 紧 集 上 为 一 致 收敛 。 由 此 并 


EEG EC, 全 推出 了 了 EC， 定理 的 后 一 结论 可 使 用 引 理 1.2 
推出 : 
|f (2) | <2 [Mm | jd)| 
<O {a rors; a | 


Ov" 2 > Aa noe 


$2 Fourier WT 


FT H? 空间 上 Fourier BRAS, 便 可 以 在 H 空间 上 
TULA, ReA—A Msgs, meh ee 
(Taf) *(@) =m(a) f(a), fe HR) 
RRA TAS E BPR), Ae 
(Ems aos Cf "Es, 
Hh C E f ER ipm AHR EAH Fouriar B+, AH 
ER Tm AR LA RHY Fourier FRAT. (Taf) (5) 通常 记 
Yd 
(Pf) CP) = [MOF C1), 
Mid 
(Pmi = int {Cs |TnF lee Cf at. 
定理 ?2.1 A tn, ACR) EANA Fourier THT, M 
et I — HA KE, AL me COR {oh}. 
HESA oe SEHR = HPR"), H 
F(x) = 之 ih, (a) 


f(z) = Feb, £>0, 


一 一 一 一 一 一 一 


£24 Fourier -P J1 
A f2(2) = D(a) (E). 不 难 验 证 每 一 (ai HCP, 2, DRT. 


HE, 了 , (2) E Hr R, H 
| (之 AG Pie, 


HERRI A Taf E APC), A 
Peat el aed fa, 
APOCHA SP AG, hws seal. Ei 
Pafo | Cif gel ney, 
JE Ep 
[mr) f(s) [SC Fi s | 
EAH Ey Re 
[mo eu EAA 
WH t= jeji, 出 得 
Co) Ff Ca) ) Cf las, . 
攻取 一 加 E APR), WE fo(z/|x1)=]， 便 得 到 定理 的 前 一 结 
论 ; 击 定理 的 后 一 结论 可 出 情 竹 的 定义 和 定理 1.] 直接 推出 。 
ERR, m AVA AME Ta ROAR RI HRO E 
Fourier Je PASH PB. F Ee ET. ROW Ho 
(ED LAK Fourier 梁子 算 子 的 充分 条 和 件 。 
定理 2.2 HO< pel, 为 一 非 负 整数 , 且 满 足 1 /jp 一 /2< 
ifm, 47m (2) 7g A 


sup Je Ai] Damia) lA, 18) xe, (2.1) 

则 Ta 为 Hr(R") 上 有 界 的 Fourier RTRT, Elles. 

上 述 定 埋 通 常 称 为 Mihlin FE, W DERART 
Mihlin 条 人 性。 如 使 用 第 2 Bet 8.2, 并 注意 到 

1 
i-1>[n( = -1)], 

则 定理 2.2 ASHE wy a Te te Be EES, 

命题 2.1 h0<p<l, tAE, B1/p-1/B<48y. 
A ml) EC DA, UA ale) AE (p, 2, t- DAF, 刚 Tna 


TOT O- M ee H a ay. rr rr auer - Miep pee ie a dr 


93 yE Fourier 447d RTRA [3H 
= (må) VA 


DE, HME 
MoT nt) a’, 
Hip CA @ 无关。 
证 明 “如同 直 理 工 .2 MED, RR @ 为 一 中 心 在 原点 的 
(P, 2, t- DET., fv, <i- 时 , 不 难 验 证 SYC Ema) G EL? 
C40"). Rahs AHE Tea ROLI RERIT 
[Ena (jerde = 0, [vl mal TE -1)]. (2.2) 


HEN E, v=0 Hj, AC. DATE EO) Of (2.2) Rie, 3S 
Ut ryt cf oul F ~ —1)] 


Bl, Mi Ae TT, WT 
D* (mé) (OD) = lim ef PAP Ome) (0) 
elisa Oc [ale tl) =O, 
14] — 
寺中 4%, NEA RI vee, ERARA DA, 
JFK y Be ae a Dnt HR ALS TI CoP aR EE 
Ne CL mG) <0, 
jg EY 
1 146 1.1, 
{l Taal? ron Jet (T ma) (£) lš nHO, ly] =#, 
H Plancherel HH, Est vy a 
{md apt ie De (md) rey vO, ge = t, 
FRE Up 为 证 上 上 式 , th Dati AE A 
1 ft、 1 
| (D=@) (Dm) jala ta /3), lata [al ae, 
Si (2,3) 
以 下 女士 种 情形 来 证 明 (2.3) 式 、 首先 ， 当 B=0 时 (从 而 [a 


paj Fourier -F yz- 


=$), 由 人 ,本 式 放 使 用 可 理 工 工 订 得 
iDm sA] Ded |. 


1 f 1 1 
<CAla' Crop tn CE pd 


Pit, (2.5) sR, Fk, 4 O< |B <tc Ai O< fal <8), 出 
S| He 1.1 sy 


| (Ded) (Dm) rz = 
| go> 


| Dela) |? [D4 (2) | dr 
fe a! bear [apa Deed 


L " 
at} ~ 2b fe | at} | & | gehen Pedr ined /2) 


from 


“| D(a) | 3da 
CAE TE 


= 


ifr 
+C >t SI |D®m(a) jde) || Daal? lp 


IFE 
Adit d,, 
He SK, H C2. aki {Y 


F 
YAT Volt (ecial) 2ta In" y 2 1 Tiso]? 
Pip Al W Bercial lI) 


[= n ġa 


Od a | ~ 2h adept oye PT 
如 选取 三 ， (EJF 2 Pa ee, bil ey 
iy ed | th | ia "2—1 (PEERED ATLA LID) 
对 本 Ley 如 选取 7 使 得 (3/7Y) 一 218; <0, IPA S| L.L, 
则 得 
了 Cd 52-280, | Dag!2l, 


1 一 上 上 
= AL SEENA | | 了 IMT ir 17 -2 


注意 到 AE ayer, H At RB 
i. a GA? | th ga <1L/ptt su OLE TIE) 
因此 , (2.3) 式 成 立 ; 定理 证 毕 。 
下 面 将 指出 ;定理 2.2 的 条 件 可 以 减 聘 ,而 减弱 后 的 条 什 是 更 
EPRI, 
定理 2.3 设 0< pal, 上 为 一 非 负 整数 , H1/p~1/2<tm, 


4 © Fourier 分 拆 中 的 如 用 [ 尝 小 过 
在 mr) YL 


sup Resi" | D®m(a) |*de<A®, |8| <t, 


<<a | mean 


(2.4) 
则 Pn 为 吾 ? (RY) LARGH Fourier ATAF, 8 | Tni <A, 

上 述 定理 通常 称 为 Hirmander TEM, mM HARAR 
子 的 Hörmander Pk. AEG MN, C DAKAT QA. 

为 证 定理 , 先 建立 一 辅助 引 理 。 

引 理 2.1 BARA t>n/2, FrmOALE OR, WE 
fi— Gm (@) FOR es Be OC, Ee 

(i) 当 *=1 或 mn/7>2(|B| -一切 +% 时 ,有 

(| ,Drm(e)) Pde) "<<OA: Ru, 0< R< 004 


(ii) AJB- +O A 
[a [12] Dm2) | <CA, 
H OD?m de RO EES, 
证 明 EREC), 满足 
Eyle l, 


suppyc {@:1/2< |a| <4}, 


VR 
næ) =1, 4 dja] <2, 
iE 
Tæ) = R aR Dmi), 
以 及 


g(a) = F (Re) = 丽人 (ODS (Re), 
抽 当 |v1 志 1 一 |8| 时 ,有 


(Drg = | Ree! DY inte) Dem) (Ray) [Ada 
ed | S | (Detam) (Rr) | 2 Rzialdg 


+ iale trl=0 
| 


a OR laa + | (D+ 4m) (x) | Pde 


Josie’ [elt ed 


§ 2] Fourier 鞭子 95: 


=0 $ Rima f | (Dom) (2) Pde, 

1 全 1 一 由 - fae lela 

注意 到 ,a+8 Si C2. Daas 
LD gh SCA, 4 O<civi/<t-j(8l. 
i k=t-[8l, WgeLeR), 其 中 LECE) X Sobolev 空间 。 由 
Sobolev 2 jal ABR A ne 4H 
Igl CA, Bk>n/2- ng. 
hit 9 =27， W 
Igla Eon/ 
Buk, Yanfr>2({ 8) H +n, A 
(f | Dem (x) rardz u 

Rais| aif 

= RATHA gy 3 CA2 Ree 
5 | 7H pr EB 

Ti it FASS 2 Tea 8.2, 并 注意 到 
1 
-1>|n( = -1)| 
则 定理 3.3 ee Ty dy FH oe ee Eh 
命题 2.2 设 p 和 如 定理 2.3 PRA. A moa MR (2.4 

HU Ram RfE (Cp, 2, i- DET M Pats (md) YH 


(22 nF -DD 二 -下 


Hs CP nt) <i, 


SPF 5 FL 


其 中 0 与 a 无关 . 
证 明 ANE) AREA 4.1 的 证 明 ， 只 需 证 明 人 .3) 式 成 立 。 当 及 = 
0 时 ,由 引 埋 2.1G1) 和 引 理 1.1 得 
‘CDraym ls OA D*d |, <C Aaj Mt Grp) 
Bit, (2. Aw. H 0< .月 去 E 时 ,有 
| (D784) Dem) = Ti+ Lay 
其 中 £4¢4=0, 1) 为 命题 2.1 CRP RRR, 


gö E Fourier 分 析 中 的 鼎 转 [eS 
MU 2. OAV (2 Dak, HK ip 2.1 中 的 方法 ,同样 得 


ICA la (ss +) (3-»), 
AMET fo, 应 注意 到 d 表示 式 中 的 了 混 待 定 的 。 对 了 的 选取 , 应 
分 别 考虑 以 下 三 称 情形 ， 
O 当 |8| >a/2 hf, real, 
(ii) 4 0< js] <n/2, BO< 1 有 <t-n/2 i, r= oo 
GD 其 它 情形 下 , 了 一 * 清 足 1<7<coy H 
0<218|- n <2i-n, 


不 难看 出 ,无 论 何 种 情形 ， 指 标 ? M 8 HESE 2.1 中 的 条 件 ， 
A Ke 


2| 8 ™ ~ >0, 
因此 ,由 引 理 2.1, 并 注意 到 
T= 2]8|<0, 


可 得 
PCA] Dag a one ) 
最 后 , 如 注意 到 2~layG-D, 并 合用 引 理 1.1, 便 得 
Leca ja Ei- 
Bi CDR MER. 


$3 Riesz 位 势 算 子 


YT l< p<oco, LR) 空间 上 的 Riess 位 势 算 子 由 等 式 
-C o Ja). 
(fa) (a) Carn| |e y|" dy, E et 
We mE Shy HP Can 为 一 适当 的 常数 。 同样 , 它 也 可 以 用 Fourier %& 
PRE A: 


一 T. a r r 一 一 pi 二 一 一 a a 


Te ee Fae. 


£3} Riesz RHA 47 
af (@) = Orle F E, (3.1) 
其 中 了 为 充分 光滑 的 函数 。8Bopholey 定理 指出 (参见 SD: a 
L< p< p<, Kadn po WRI/p,=1/p:-a/n, Mi. 为 
Cie, Le ay, E BREE a EC Casman s 使 得 
dafln =l] la. (3.2) 
RER BIE CAT HR} 上 Fourier THp S, BRA 
LI (S DAE HR") _b Riesz 位 超 算 也 。 对 于 这 样 定义 的 
BT te, TE HRY ERRA IBS CI Sobolev 定理 。 
定理 3.1 (0) FA pycl< pa cadcm, HUE 1/p2.=1/p,- 
afn, WHF la A CA™, La) h; 
GD # p< pal, O<a<l, URI /pe=1/pi-aj/n, WHR 
1, HCE”, HORM. 
证 明 O 由 第 2 章 命题 8.1, 只 需 证 明 ; 不 等 式 
lat!y, SCa,n, pp 


对 一 切 的 Cp， 91，8) 原 子 & 成 立 , Hag > pi, WR 
一 1 
:=["(2.-D)]. 
Hy os 2 eee PA d, wie s 六 满足 
1 
s+] oat -1) 


HAA., PRF, A E gi 和 on, Miagao, 以 及 
Igi- 1g => 1/pi-]/Po. 
RES, di fal] g BH 2 ENA, Re H ERARI Po 91， 
DET. supp ¢cB, Hr BY Bi 2D, EA, 
Hands, <( (| Tea) |"de ) + ( a (Tanla) jde) 


-R 
Ad, +da, 
HTF g pe>d, weii RR Holder 不 等 式 和 (全 2) at, eR 
Ja 


注意 到 


-Tg RE + e ee M 一 = 一 一 一 — = = 一 


iii 在 Feuiier 分 宝 由 的 应 弄 Led 


ls =y 7 
如 对 1 一 yj-"“ 在 点 2 处 作 Tayloz ER, RERET EREA 
件 ， 刚 得 
lacy) | ia Pa 7 到 
J.C, {js jelata dy) d of 
由 此 推出 
Ja<O jala B aa 人 (人 qz yve 


iz. Tel Tat ne ) tell | 


Gi) 设 2 q Rs MAR) PA, Was 2 apa 8.2, 
只 需 证 明 , 4 a A (Pry Gis RTM, Ta a 六 一 


(pn m [a(2—1)} e) 


秃子 ,县 
Na Eat) Sag. 
其 中 
工 
€ > max f s/n, Ae ut, 
以 及 
s/ace<(s+l—a)/n, 

如 注意 到 


i 1 
s +IT>A( -1)>n(,.-1), 
TN ELERE e EFE., AF 
æ= 1- i tE, 
Pi 
以 及 
a +e, 
a 


HAD, Awe AP OERAN Cpu to 9 BT, UE 
suppaCc B, 首先 证 明 fa 成 为 分 子 的 尺寸 条 件 。 依 分 别 类 做 于 
中 中 对 Aa A Je 的 合计 方法 ,可 得 


| aa -= ee a F rL EE -Lr -h HT- -a ' ' CT eg 


$3] Riesz (LRT 
1 fe 
(f Taa) lemi ede) OB elata 
B 
以 及 
({ Treoizlmleae》 ”<alBinlale- 
由 此 推出 
Wg Lat) = aa ge Taa | | 
<C fay aja Bi) ov 0, 
Ri. 4 FR Te RR 
|Taa(w)arde=0, iv] <s, 
事实 上 ,不 等 式 


f Laar idea] |a 
|lFi>i1 
. (| 2% ‘(dvd -nbo)g"s de yac oo 
~ |r i 


#20] Taa(e)o” E€ A(R"), HIETE H 
(Iaa NAO = DVA Eaa) (2)} ECR”), 


A iit, 为 证 
(Ta(t)t?)4(0) = | 1,a(t)#dt= 0, 


Wa A m uk BA 
(3 .3) 


lim Dv {(Iqa)*(x)} = 0, 


“REV, FIV 满足 /V1 + Va, 一 ivi, 注意 到 
Prr(lz[-a = 0em), 


以 及 
Dra (a) = | ae(5) (一 25 证 )me Pred 
= fac) (~ Zaim penri — P(E) 
p PE P.a WME PEA oo 在 原点 的 8 一 1v2] 阶 Tay- 
lor 多 项 式 , 则 得 


106 在 Fourier 分 析 中 的 它 用 (RaR 
| Drele) | <O jæ Tiit, 
ER E HE HH 
|D (le [-*) Deir) | sO rset 
Nai aa (3.3)s0. 到 此 ,定理 证 毕 . 


34 桔 异 积分 算 子 
本 节 要 研究 的 对 象 是 主 值 奇 异 积分 
Tæ) =lim|  f@)Kie-w)ay, 
Sop BK 
| oreo, W282 = 0, 0< Ri <BR, < oa， 


Ese oy Fe fe ie Tf —pev-C fe), 

ET PH LCR"), lap<o LA APE GES, E. M., Stein 
[St2+ +O RARER. TRB MAPLES TH, MT 
E LRD ERAGE RARE. Ah, SSE Dae 
ACR), O< pal LAVA AER, RIL HH AGI EE eE 
RIRE THELR) LARW KMA EARR e, B T 
EEn ie TEH EARE, AERE TEL EEA RH., 

定理 4.1 设 了 f=pv (feK) EAR) EAHA 
FFR óc al), KWE 

Key) Kn] xOy le, laf >2lyl, 
(4.3: 


TÈ 


a ge Dsl il) DON H? A) Wy, 


证 明 出 第 又 章 命题 3.2， 只 需 证 明 ， 对 性 一 (By 2, 0) BT 
a, Fa di-—-Cp, 2,0, OF, HWE 

| NTa) <0, 
Hypo Boe eX, UR 


wk —_— -一 rr 一 一 


-oPh rH L 一 - 


3 4] TARGAT 101 
工 —] cen? 
p Yi 
主意 到 满足 , 
p.v.| K(x)de =0, 
个 难看 出 
| Pa(e)de=0, 
AE, TIRA fu HDT, ig 


以 及 


ia A—(p, 2, OT, H suppecB(y, r). AFTHEL? 上 有 
界 , 故 不 难 推出 

Tals <Cialsctr" EP) 
it Je 


| 


-| 一 Tl 二 


Pa(a)itla— gy drs Or ts) Ta 3? 


Or 


mi 


Ho HEATA RB RIRC DATI; Bye Boo, O, 以 及 
ERN Ean 2h wee 
Pace)! =| [Ke 9) — Keay) acy)ely 
ye | yzl? ; 本 
an | oraal t [acy ' dy 
Ort ww -tt 
Hy ath HETE 


Taf 2 op | ate 
| Tals) iie zjilea 


= |in Pzr 


sOy tml -4p)| [æ — ag 27-2098) dy 
» IFT] ele 
1-1 
Er? /D+ . 


i102 在 Fouriet 分 析 中 的 应 用 LIE 
P iG, 
i T'a! [g | i Tate yl. | — wyl] abe | Cte fa) 


<0 (r n(i- pve (r ni-l +s 门 gy 
EARI. DR emt, 
SE TET BA i 2 = Ot RRR 
i -1l<e< 3 
P 已 
fi e RAR FETERS. IER, ZEA NK ACE SET, T fe H? 
上 是 香 汶 有 界 算 子 便 成 为 一 信和 得 研 究 的 问题 了 。 下 面 ， 将 利用 恰 
如 "空间 来 研究 这 一 问题 . 
定理 4.2 在 定理 生 .] RATS 
FE 
P= 0< <1， 


W 了 为 (五 ?， 吾 (2D，ce)) 型 的 ， 
证 明 “事实 上 , 只 需 证 明 ; 存在 一 常数 0, 使 不 等 式 
WEF lato. S| fa 
对 一 切 的 FC POL Ray, LRA 
| {we: p(T AE >a} | OF FE /a, 
Heh pe K, (可 取 澡 =1)。 据 原子 分 解 定理 和 第 2 章 § 8 最 后 的 
BREH EIEN, 上 式 的 证 明 归 结 于 以 下 估计 ,和 若 4& Aip, 
co, OF, 则 
| {zp (Ta) (e) >a} | Oo, (4.3) 
其 中 0 与 4, a BR, 
现在 ,不 芒 设 4 为 中 心 在 原点 的 (p, 2, ORT, A supp 4 二 
BO, r). if B= BO, r), UR B= BC0, 47)。 注意 到 算 子 一 
P(E, LOA, KREBS 


ls 92 (Ta) (2) edra | pt (Ta) jg BJUD 
<O! Ta ?B12) 


$ 4] HPD RE 103 
<Clalg]B)-e? <0, 
FW, 
| {tr € 8:42 Ta) (x) >a} | <C/at, 
以 下 , Bee (A), 注意 到 
| Ta(w)dae = 0， 
浊 
| Tap) =|| Tawe fo (25%) 
-o (jee | 
<| i a(o) K (w -vdre |g (=5") 
-o (3 ) oP Cl <ir +| hereon 
fg Olt Let Ts 
. tieielri/2 
,对 于 I, Schwartz 不 等 式 和 中 值 定 理 得 
Ts<freal (| e= |o ( f %- =U \ -g (2) aw ) 
< (| fe] ae)”. 


注意 到 pC Ka(m=1), 以 及 I[X~ Ow) =] 2]/2, WA 
£,<C iat. | ‘widw ) Je] — (+1) 


a l<2r 
<CIBi Tn? ej en]a, 

对 于 o 由 不 于 的 消失 矩 条 件 和 中 和 值 定理 得 
=| <iwl< les? K aCe) UN We i Š 


Je (532-0 (Oe 


(f, jao) | K(w- -K (w) ldo). 


<f Pwt? 


aaa a 
atd -e ee ee ad, ， -~ 6 


104 q Fourier 4 Haj 2A (aS 3s 


4 ra Gw wW 
Dro ( 2222) g 
注 合 到 OC Knor IA e- Ow] > lal /2, a (4.1) AER 

Ted adoy jaol t 
WSS [ff Hel dojan Cikk dw 
<C BILL g T0 eC jelo, 
最 后 , i Ct 1) sh Eee TE 
Loy (flee D-K i)er 


PESEN 


“ EE 
C | | = fata) (| (235) 
= wa ka £ P E 
T 
+ {9 (F) jte 


<O f jej Toe +f Lgl Tiag" 


\ 
wl far [fe 


e* sup 
Ta 


dw, 


e (De) 
<0 (Jef 09 + la] f ofesadao ) 


aE eltt) a gir wr, 


BULB Tei 1, 2, 3 的 估计 推出 


ju lamlri'? 


ek (Ta) (2) <O lal, awe e (4.4% 
Hy (4.4) ay f 


IE (Hye: g*(Ta} (2) >a)! < 
因此 , (4.3) Aiton, EB. 

PEP L.20, DR, By A? aea Ol aT ape A 
THRRET, ee Be 空间 的 一 个 用 处 。 BADR 2 ee TE 8.2 
Emä, Lorentz-Hardy 空间 E (p, PHBE H. MAC p, @) ie 
HLTH TS Aa ele), A, RRR Te Ap, g) 
EA SCE Bin DAAT THAE Ae Hlp, o) 上 的 有 界 
性 , REI A? 空间 的 田 一 个 用 途 。 TH, HAA Bp, oO KE 
子 分 艇 结构 定理 来 研究 吞 寞 积分 算 子 TE Hp, œ) EWR 
性 ， 


一 一 一 一 
ee rere -一 一 一 


§ 4] RE) AS 105 
定理 4.8 CEMA. 
n < 
nr Sh 
Ke O<d<l, WT ACA(p, œ), H(p, oN, 


证 明 (aT ósi TATE, 4 caci 时 的 证 法 相关 
R, 事实 上 ;需要 证 明 不 等 式 


| (EPET A (©) >a} Ofer, (4.5) 
其 中 局 与 fe 无关, 以 及 PEEKm, BLE A(p, so)， 等 式 
f= DS 
是 第 ?2 章 定理 6.2 PAR. Rhy, WR Oca <del, 并 


kp os 
f= DS fat > PeOPit ks, 
正三 一 地 R=ko tt 
依 第 2 章 定 理 6 .42 证明 中 的 记号 ， 
Fa Ka 
[Fibes DB lef, D 2") 2,/” 
ES ~oa E=- 


Ma 
at > SEB | FRE, oy 


Abst =o 
Ol Fey eye OF), 
AU ota? 上 有 界 以 及 定理 的 条 件 得 
| de: OE (TER) (2) >a} El TED Po 
OTR d/o OF Of op. /®, 


ARE (4.5958, ETH GE BA 


{att p(T Fa) (x) > a} | {C | Fiume a, (4 Ey 
MR 2 PENG .2 的 记 导 ， 
Fu = > Ah 
4 


其 中 AP BP aR 
(1) supp Z Bi = A(27, rih Fl BY} ala a FL 
i 


2 RL) EO 


一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 
— mr — 


106 在 Fourier 分 析 中 的 度 用 【第 3 章 
(2) O02n, 
(3) IOLE =0, 
其 中 (中 常数 Ci hF iren Bid 


Ba, E U. = Br, 
其 中 Br = Bet, 4r*), 


[Bu | ac $ > BP | 


站 一 中 于 
<0 D 2 liee] fee., 


INE, AE (4.6) 3X, Fe TE 
| wE (By) @F(TP2) (@) >a} [OU Feo. or. 


(4.7) 

取 一 >ü, WE 

Th 
nti—e <P. 
Ty AS SEK 
gt (TRY) (0) <C2*' BE ef Jo at |, a ee BEDS 

(4.8) 

pear, I xy 

gia) = [e-a = 
DE 
OF = Or BE 


2 3E S6 BUJA HRD ARI 便 得 
je € (Bu) PATE: (@) >a} | <0a7 Z S261 Be 


"LF rom 2 Zx iate) 
KOT aeoe a, 


Eth ba de ee el! oe eee 一 加 一 一 -一 


§ 4] 奇异 积分 英子 uty 


Et, (EIDALEG 7) 式 成 立 。 最后， 注意 到 WRT 
D 类 似 于 原子 应 满足 的 条 人 性 。 因 此 ， 以 完全 类 似 于 定理 
4 .2 证 明 中 对 (4. 汪 式 的 证 法 ， 恒 可 得 到 (4.8) sh. BUE, RIE 


Fis 
-P a 


工 面 ， 青 来 研究 奇异 积分 算 子 的 另 一 类 尖锐 性 问题 。 设 工 为 
HATHAT, 在 核 瓦 满足 适当 的 条 件 下 ， 了 ARO, LH, 
Be 2 ype 

æ | PF (2) > |<Cl fii /a, yard, 
ERDHA 
PELD (2) <CHL(F) (@) 
UF etry) SO] fa 

Flic. DERG, 也 5 型 的 不 等 式 能 否 进 一 步 被 推进 为 

E TIE >a} | Ol Ff nie, /e, Ye>0, 
(MRA -TARMGB. PRN, SRE eH 
VRE, LAAN SRER EH. 

定理 4.4 HTfapy. (fe) EPR) 上 为 一 有 界 的 算 

+. AEE Dini 条 件 
| -50 d6< 0%0, 
其 中 
F(d) = su | (nt hy — Kae) | da, 


am J [el >ZlAtye 
ty FE ACR), A 
iri IT ræ | >a | Of | aya, 
其 中 心 与 fw 无 关 。 
证 明 JECHA, œ), 据 第 二 章 定理 6.2, 


Ee oo 
f= Fat Bi FAF, + Fs, 


Fp te 满足 Qa]! WP, 沿用 定理 4.3 PHS, 
首先 , 依 定理 4.3 证 明 中 的 方法 可 得 


198 Æ Fourier +per AoA [第 3 章 
| æi (TEPO) | >a ECF ilaa 
LAR 
| Ey! SO Flaga, 
其 中 Ba 的 记号 阅 那 里 稍 有 不 同 , 3x 
Pia Ar 
Dr, ao = B(2t, (3) *). 
因此 , OA HEE EHI Be ie, SERA 
1 rE BE: | (TF (2) | >a} | CIF laaa (4.9) 


FA tan Nm 
Br=B(xt, (3) A), 


HH rabinii s415 
f (TFD do È ryf ayf Kæ) 
Er, k kiti i. BE? CBRE 


记 


— K (æ -— rt) [dæ 
=O $ g| dyf 
k- Atl +e BI 2 cet ye 


© |K(z- y-a) — K (e) [dz 


Br—at-2(0, (So 人) 


其 中 


广 登 到 
(no) fn = 
l> 5)  ly-atl, ye BER ze (Bi ys, 


PEAT 4 
|, CPF.) (0) |da 


Ry 


<C D 2 BT le) 7] 
<Cifiawn aT | 


i red 
<0 {4 4 döl F| aispa 


SLE e o cae = 


His | an| m l'h 


§ 4] 奇异 积分 算 子 10% 


LAR A 4. OA, EREE, : 
二 画 所 研究 的 奇异 积分 算 子 是 属于 卷 积 型 的 ， 它 的 非 溜 祝 型 
的 推广 形式 是 如 下 的 主 值 积分 : 


Tf(@)=lim[ Ræ, DF, 


la—#|> 5 

定义 4.1 RTA FOS 的 有 界线 性 算 ST. RT AO 
Calderén—Zygmund 算 子 , 是 指 卫 能 扩充 为 一 工 切 上 LHR 
F, FEFE- ENLT (m, y) E R" x Rasy) LER K 
(E, yY) 它 满足 以 下 三 个 性 质 ， 

(1) [K@, y[<C/|a-yi", wey; 

(2) Kæ, y)- KG, 2)| + | Ky, r)- KE, ayj=Cly—2]°/ 
Je. ajn; 

uleg) >2/y—2), O<d<l1, 
(3) st f.gE Ff, UR supp fNsupp y= P, 有 


(TH, 9) =| Kew, 9) f(y) g@)ayde, 


显然 ,定理 4.1 中 的 了 为 一 上- Calderén-Zygmund 算 子 。 对 
子 一 般 非 眷 积 型 主 值 积 分 算 子 了 J， Be Em A — 6-Oalderén- 
Zyomund ŠT, EBEE TERA LR DEAF. RA 
的 判定 准 虽 已 被 David-Journé 所 建立 ， 产 生 了 洲 A A TL oe 
{参见 [DJI]. 一 旦 一 非 着 积 型 的 主 值 硕 异 积 分 算 子 成 为 一 9 
Calderón-Zygmund 算 子 以 后 ， 它 在 ACR) 上 的 有 界 性 问题 是 
WU ASteBRS RA FRA. SR, BPE 
REEK., PXE, 充 定 理 .1 的 证 朋 中 ,用 到 了 以 下 的 事实 ， 对 
任 一 PD 党 子 4， 有 


| Tad =0, 
AREAN T AT THS. AE, HT — A ay d- 
Oalderón-Zygmund 等 也 来 说 ,上 述 事实 不 会 自然 成 立 , 市 需要 补 


SHIRE. Mig T* AT MPRA T, HR 
T*1 = 0, 


110 在 Fourier 分 析 中 的 应 用 [第 3 章 
则 由 等 式 
[La(e)de = (Ta, 1) = (a, T*1) =0 
Git, 2*1=0 WAT 
| Ta(w)dz =0, 

由 此 癌 将 定理 4-1t 以 完全 类 似 的 方法 所 广 到 非 卷 积 信 形 ，。 

定理 不.5 TH —-d-Calderén-Zrgmund Hy, H. T*1= 
0, MTR SIA A, Fay eet, wep O<d<l, 


<1, 
few hee 


MFR EE 4.2~4.4 a GRAE H, RY 
Zh aa LE [el AR IE F Bay. 

SAE Te BET YE at FRR Sp BE Ca dorón-Aygmund 算 子 在 
A? WBA A h: P ERWE -于 a < pel (4 d=). Xf 


于 其 它 上 2 值 ,需要 增加 校长 的 光滑 条 件 (对 于 Calder6n-Zygmund 
算 子 来 说 ,还 些 求 Za ARIS OHARA TE, bi Calderén~ 
Zvgrmund 算 子 (56= 了) 为 例 ,来 陈述 一 个 结果 ， 

定理 4.6 BEA OYE At, p WHE 


tt 


nem SPS (me N), 


HAKI FB. 
[EK (x, y)| + (GK (a, y) | <Cla—y[""'', fal <m, 
Fi E* (24) =0, jam- W CePA (A, H!) 型 的 算 
如果 二 为 一 在 了 5CR") 上 有 界 的 奇异 积分 算 子 , 那 示 上述 定型 
中 核 苹 所 满足 的 条 件 应 变 成 
IDK (ae) | ajel al laj<m, (4.10) 
而 条 件 T* (wt) = 0 RRS, 
WRARRAAE TARAS RCH, TUL eR 


8 4) 奇异 积分 算 上 Au 
Ay Ae M TD BY ee Ay S 
K(e) = O(a’) |e 
ACY OCA OUST IRB. RHE, WE 
Q(x’) = 人 if =Ca;/{of, 

Erh C—O UAM AIA SRS) EP AL Riesz 7 ft 
fis, AS HEY UE, Riesz He Ry RH (4.10, AE GEE isi 

定理 4.7 Riesz BRR H(A, A) BY, 其 中 O< pt, 

以 上 所 研究 的 对 象 是 琳 异 积分 ， 其 掖 的 奇异 性 县 有 一 征 的 标 
iE, EIDER PRJ Calderén-Zyemund SE, TOF & E 
Fourier 级 数 ( 积 分) 的 球形 路 部 是 ， 研 究 的 对 象 是 以 eh “ard / 
lz RT AMF AS, 其 中 O<e<d, 6>0, WY ERU 
CR AE, 而 当 1%| 充 分 大 时 为 IL。 这 类 算 子 比 起 Calderén-Zyp- 
mund -AFi 其 核 具有 更 强 的 奇异 性 ， 它 们 通常 称 为 音 奇 弄 
Tira 

ELA BRTH SF LERRET. BP A R 
& Calderén-“Zygemund 算 子 ,是 措 工 满足 以 下 三 个 某 狂 ， 

CD T PREA LL 上 的 有 和 界 算 子 *， 

(2) 存在 一 在 你 ww, y) oy} LEAH RR AG, yh 满足 

[K(x, y) - K(a, 2)| + [Ky £) ~ Kz, 2) | 


_Cly— 2” 
le giat {ifa} T 


= 
u Ply- erleg] zl, Ep O<d<l, O<a<l, FIWE 
(TF, D =| Ee, YF gs) dds, 
当 supp fNsuppg= Dy 
(3) MIB, GU -a)<8<5, T ARRAT T" 能 


TALL 上 的 有 界 算 子 ,其 中 
1/q=1/248/n, 
以 完全 闫 似 子 定理 4.1 证 明 中 的 方法 可 得 如 下 绪论。 


eS epg r — 一 一 
一 -一 rr TY 


112 ti Fourier 4t Fwy): A [= oe 
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3/ 


M TRET ZAC, HERET, FH psp, 


$5 Bochner-Riesz 平 均 


本 节 所 研究 的 一 光 卷 积 算 子 在 Fourier 分 析 中 占有 重要 的 地 
i. RBBB Prat KB 
pls) =[((1- Eli] 6>0, 
其 中 过 一 18 人为 全 -5 MEM, WHL p 可 表 为 (参见 [并 W 
1]? 
TOPET CEE DICI GM) Fy , Orel) 
Hp J, (OA B28 v Br Bessel 函数 ， 
TES he (PARA BS eA Fourier BR, MA pE 
O° .其 次 ;还 可 以 征明; 当 
ga etd 
p 2’ 
BO&<p<lh, pee KER 
sup (1+ [| )*|Dep(2) | SO, psn (5.1) 
AGE (5.1) sk, mE FA] Bessel ba ee eS Ft [Wa ij): 
(I) Jali = JŽ 人 woos( t= TE — T) +00), 当 j- 


cog 
(2) Falan, 0,, 
(3) EEAO IAO 
注意 到 p(x) =¥(|#]), 其 中 
P= TOF Dr) J, (ane), 
x 


ee a | 


§ 5] Bochoer—Riesz p5 113 


因此 ,为 证 (5.1) 式 ,只 需 证 明 
sup(L +r) pr) | <Ca,ym HEN, (5.2) 


事实 上 ,由 终 的 表示 式 和 (2 可 和 ,由 ( 门 在 =0 处 右 连续 ， 而 
FE we BRAF CL) BY 4G 
Cr) = OgrTë- Cm 1/2) J s T—» 00, 
BA _E BS} St Se a RA 
[Br OL Fr Oe rc, 
HPCHr Tw. BK, HORDEA, Wr) 在 "=0 处 右 连 
续 , 记 由 (3) 和 (上) 可 得 
Wr = OC iT +y 4 roo, 
由 此 推出 
(Wr) | EO Fr Or <oo, 
尝 似 地 , 可 证 
[Br EO ry Ore, Qerdeo, 


自 此 推 知 : Hosti RO<p<I Mt, GDA, As 


《5 .1) 式 成 立 。 
EA, RHE = Bly 1), 有 
inf sup ez) -P)| <sup lele) -Pelo is 


Pe F pot 
P-D}. 


IE PoE) Be@) 在 *=a 处 的 3- 工 阶 Taylor 多 项 式 。 由 
(5.1) 式 推出 


其 中 


inf sup p) -P(@)|<Cr*, 


Pe#Pe1 cee 
bt rel 时 更 会 着 ( 当 7<1 时 ,应 以 Pea RE Ps) 
Bl inf supl (2) —P@)|<C, 
Pe, EH 


因此 ， 


p € ETER Enip- i3] e 


—_——- 
er ee es Em EEE e. 
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从 而 ， 
(Bip fæ) = (f*p.) (e) 

在 Hrs HPO t en) LRA, Hop O< p<d, (B,D 
通常 称 为 了 在 R" Ei 6 hr Bochner-Riesz 平均 ， 

TH toast HRA PEC” ERE., ecc BAO. 
A. HEMT eT AI 

eFC f)(@) = sup| (F*p.) (2) | 


1? (4%) EAE LY, 
IBS.) BH pEec (Re), HE (5.1) A, MAF feel 
(Fo 7A CH, LO 型 的 ， 其 中 0<p<1T，。 WEE RHC = 
Caps EE (pA eK 
[SER pF Fe) > ay | CC! fh ee (A)? 
YA Fe BPC ey, 
TEE PY ee FZ > The BEE SET I eS a e 
引 理 5.1 设 0<p<1l。 Awl MR eH Se WE 
[ize Ro: | fet) | >M | SA, Whe N, 
BA Be 
Pan < 


[we Re: | Say fy@){>al< TOP we, 
WEBA MERS fs 的 分 解 
Sult) = u(@) + Oy (%)5 


falx), iFa | A lay, 


na =| O, HFa] >h/ aalo 


E= U {x ER: By (ic) <0}, 


-miy a ` ren HE PP el" PP PE A ee 


851° Bochner-Riesz EH Lis 
| {rE Ri: | Say fale) | >A) | 
l E; + | eC We: | La, ft) | >}! 
x |B] + | wE RB) au | | gue) | >a | 
<= |B AIDI an | |G rs 
cE ELE 
! (o E R": by (wv) 20} | = | {8E Re: | fa) | >A laa || 
< CAOL 


pg 
E SEa] / AE 
k 
HAR, THERE 
t Iuli ~ f Feteslaa flog} Ss (e) dr 

=[ | (a: | Fa) | > # Jdt 

<h at = Tp Cial 
rH ot HE H 


A`? > te lige pr», 
FIR. G ERIZ je H E o WEE, 
由 引 理 5.1， 定理 5.1 的 证 明 被 归结 于 如 下 对 原子 的 弱 型 佑 
tr. 
命题 $5.1 BHO<p<l, 则 存在 一 常数 O= Cap 使 得 不 等 式 
fee Re: p*(a)(@) >A} SCA? (5.3) 
rr T 
u= p, oo | 对 二 一 了 Dj 原子 a 成 立 ， 


. 、 1 . 
HE BA 设 a 为 一 Pp, oO, EE -1)]) 原子 ， H. suppec 
Bio, 7). RHE HY, HIE (5.3), RBI 
PICO (4) <O(rt [e (5.4) 
LEC om p. BR, 6. ORMEBRHATRSR - 
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g(a) (@) < 人 (人工 十 | 全 | i (5.5) 
对 一 切 以 BC(0, DA ee 
1 `, 
(2 ~, [n= 1)]) 


Fa 成 立 。 事 实 上 ， 先 设 suppac BO, r), ARRE a(x) = 


rwze(o) 为 一 人 Dy OD, in(=--1)] AF, E suppa BO, 1). 


BLUE (5.5) TORT o 已 成 立 , 则 
PFC) @), SC + je >, 


注意 到 
(ang) (2) =e "| a(x —E)p(E/e)dé 
= rola, (= 一 1) Pere (WA 
= r YP C TL pd {a/r), 
出 


PHO (a) ET Pp (ag) (2/1) 
Or+ lel), 
A, GODARE. AF SLpp 4 二 Bw0, 7 的 情形 , © .4) XA 
成 立 ， 有 从 而 ,余下 只 需 证 明 (5.5) 式 , 分 两 种 情形 考虑 。 
D oP Se<l. 首先 ,由 不 等 式 

| (eps) (2) |s alj [Pr] BO, D ipl, 
可 知人 .5) 式 当 j2|< 生 2 时 成 立 。 当 |e| >2 时 ,由 (5.J) 式 易 得 

[arp @)l=e"|[ aero Eae] 


<Oe™"| „a 1S i/8) 708 


+ [Ela 


een | -wp 
由 此 推出 
[Corpe) (2) |<Cla|-¥*, el Reil. 
当 lej >2 及 e> 工 时 ,由 原子 的 消失 抢 条 件 可 得 


et -r 一 一 一 
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COSOI OA -9.0)1d8| 
_8 
He) | Dol 2—% )} |S) ag, 
其 中 0<8<1。 如 使 用 (8.1) 式 ,由 上 式 则 得 
_ E "p 
apo ace rege) a 


nfs—A-t | 一 mr 
«Ce EA 


|£ | <1 


<Ce""} 


因此 ,同样 得 
| (arp (Œ) eClz| nr lz|>2 及 e>1. 
GD "cp < 一 ,hE MY。 如 同情 形 (D。(6.5) 式 
当 fejs? 时 成 立 , 以 及 
| faxp,)(#}|<Cla|"¥*, 4lal>2 R O0<e<il, 


H ie] >2 e>1 mt, id POH p (27S) 关于 二 的 二 pr Taylor 
多 项 式 , 并 注意 到 


ken(=-1)<k+1, 


由 (0.1) 臣 及 奈 子 的 消失 上 忠 条 性 可 得 


| , «C8 [0 (和 多- Ps) Jag] 


È n+1 E gE | -afp 
fa EPEL) ag 


if fal £E 
apn pnk- jae | “fy P, 


真 中 0<8<1。 由 上 | 式 也 得 
i Casp d (r) | Or TM la, >23 及 E>1, 
AUE, 9.5) 式 得 证 ,命题 证 已 ， 
记 (PRA) (x) = sup! (Bla f) (2) |, 


| Carpa) e) =e 


<Ce~*| 


JERR CE AAR A Bochnor-Riess 平均 。 注 意 到 当 
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| ROS p<] 时 ,对 应 于 Bochner-Riesz 平均 的 核 9 满 足 (5.1) R. 
因此 ,由 定理 5.1 宜 接 推 得 如 下 结果 ， 
定理 5.2 设 0O<p<1l, 及 
gz” onl 
=T g> 
WAT fr>Bef Age Ca, £7) 型 的 ， 此 即 枯 在 一 常数 C=,,。， 
使 得 不 等 式 
[ioe Rs (BSP (a) >A | <CC|<filae fay? (5.0) 
对 一 切 前 AE A(R a>O BEI, 
党 要 指出 , OAE PEAN PRE, TFTE—- CE A- 
foE HR"). 使 得 | 
| fa E Rn (BY Fy) CO > AP] > OC ae)n， (5.7) 
以 下 , 仪 对 m=1 及 1/2<p<1l ARREO DR, 记 
=I, oom Fx (Satay 一 DT 
fs] 1 H-ra 
0， 其它， 
RR, foe HE UR) = H"(R), H 
(folge = (4/3), 
iE Fl 
(Bi fo) (xe) = -( 7 oes de + f ox +ijdt 
mw Tayi Jon 
= -| "pti a) —@(x+éi)} dé 
= Oae f Z cos(a 十 了 一 3 )at + Or ?2) 


= Ox- Feos( 一 r) + OFT PTT) goo, 
SW FEE Fo IN, 使 得 当 
ef Zaj- 下 7, ange F 4% 
zel ang + yy 6， 2K G+ 50 + 五 | 人 Zn 


3 5) Boch: ¢.-Riesz EH 139 
(Bifo) (a) >e, 
HoR CO e Ak. AEE Hh 
LJ Lawei (Bef) @) >a. 


tcg AAEE ] 
T Lt aa 
| (oE RU CBE fa) (a) >a} | > CA, 
这 裔 完成 了 (6.7) 式 的 证 明 。 
Wit, # 6 2 Bochner—Riesz FRB. Feat, SK 


WRG<p<I H, he Bochner-Riesz 平均 关于 H” 空间 的 临 
AY. EAA, (5.6) sh (S.7) ARH, 4 OO AMEE 
时 , 5.2 的 结论 是 不 可 改进 和 的。 以 下 和 将 证 明 ; 当 $$ 太 于 临界 险 
时, a EO. 2 HY Zee AP BA, 

定理 5.38 Oc psi, HUA 


ao atl 
a an 


p 
Wit fobZf ACH, LAH, 
证 明 好 注意 到 第 2 章 命 题 8 的 铺 论 对 手 次 线性 算 子 同样 
成 立 , BARE eR, Ai A E 
Be EU 


RE (ps 9, DET @ Bow, 其 中 


| 
> 人 一 1) I. 
事实 上 , FUE RH (S.A) sky, 书证 得 
g(a) =P- 81e) 
满足 不 等 式 
sup (+ Jat | Dew (x) | SCi. 


如 取 pix 使 得 
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出 由 .上 式 推 出 

sup (1 小 le pyp [Dey (a) | LL upne 

2E 


HE a (ps, ©, sey, 其 中 


-P-D 


A supp may Bay, T), 
不 难看 出 G(x) = |B] aaa) 
1 a 
为 一 (pis œ [n( 4-1) EF. Ai 18-4) SE 
(BAA (wy ECT tjg w] "™, 
Je Rp 
(Tiga) (@} a} pple 十 lem ay] oe (5.8) 
BJS. H CS 89 UE . 
|Bgals-=( | (Bga) (a) les 


Hf u Bowle off mms 
- .ub er 


lroga sir 
J bor Prune vol "mr CO, 
FA My EHHE YP. 
MEAS BWR, MERE BES WA BLS, MEA 
5.3 的 结论 又 可 以 加 强 。 I 
定理 5.4 设 0<p<l URIS Z-T MEF f+ BE,sf 
HCE’, HNR, AWE 7 
Bief il eC | Flare, 
HHO far 无关， 
证 明 由 第 2 竟 命 题 8.2， KREN A 4 为 任 -一 (p, 。 oo, 5) 


原子 , 其 中 
了 
>a 一 1}), 
wh Bina ACs ©, $, DaT AWE 


RSI Bochner-Riesz 3235 121 
Nw (E.G) aC, 
其 中 e>max | s/n, =i}, 
VA Rete he C A a.t 无 关 ，。 
Ka 为 一 (2， oo, DET, H 
supp aC B = Ba, t), 
取 一 PB1E (0, p), 使 得 


又 取 一 8>0,， 使 得 
工 _1<e< ti, 
Pi 
所 msl- +E, b=lt+e, 
y _ 1 _ 
a s=[e(, 73]. 


必然 , 由 (5.8) 式 可 得 
| (Bina) (@) Ja ~ rj S Cr (spy? 
' lz 一 wy [Cr + Es mi D ii 


(天 和) 
Er ‘a P {T+ — agl terre 


aC rriar 
Ld 
(Bla) (7) [Cr 
因此 ， 
N (Bl pa) ECC PY p/p tat ge OF 
余下 ,只 向 验证 消失 年 条 件 
[Bina) (2jerda=O0, jviscs, (5.9) 
ETSEN 
| Blaa) (rjerder = [( Bia) C1) #1 +00) 
| =D? [Bt a)A(-)I 0) 


ore a PC 
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= De (Pa 4) 0) 
= D. (DID (Dp) (0), 


tor dp | a! = ly] 
Hy GEHL. {EDAR 定理 证 毕 。 
ue Bochner-Riesz $J Fourie 分 析 中 的 重要 地 你， 有 
甘 这 个 算 子 拘 抽 广 形 式 有 着 许多 的 研究 工作 。 这 里 只 介绍 两 类 重 
要 的 拓 广 形式 ,首先 ;考虑 由 下 式 和 定义 的 算 寺 ， 
(BEEP) A@) = G- [er Se FES. 
ais, BUS Row f E R” Ete M Bochnor—-Riesz Fig, 显然 
S $= 9 hf, at Bochner—Riesz 平均 。 广义 Bochner-Riesz 平 
均 又 可 表示 成 
(Bit) = (FAP) (2) 
FET) 
pla) = [1-8/4 (@), 
EN -EETA T T, Bief TE OCR") 上 的 有 界 性 质 可 以 用 
Fourier 乘 子 定 埋 归 绪 于 大 =2 时 的 已 知情 形 。 事 实 上 , 设 


WRO<p<l, RUA cH 1, MRCS, ME apel, 
Lie 
[b äl s832 
ve) =| aioe 


则 可 将 红 一 21")4 守成 
a- jeg feo [ae] | 


G T 1 (L- r+. 


不 难 驻 证 
malt) = wo [4 一 “| Al mæ) = (1+ jej) 


ra 


EW LITAJ Hormander 647 (2.4). 因此， 由 定理 2.3 和 和 定 
理 5.4 恒 得 到 以 下 第 有 梁 ， 


B 5] Bochuer—Riesz 下拉] 1234 


定理 5.5 设 0<p<1,6> -TE ARESO, WEF S 
Dies ACM? HP) ai, Fie fe 
(Bies lee sO] T laos 
Hp co BF VER, 
fd AR SM, Bochner-Riesz 平均 
Di f= sup Beet |» 
ae TSR ee 5.2 ATG, EA EA AA. BEE, 
空置 5.4 前 证 阴 是 基于 
pile) = (C1 ~ JEt] 4c) 
满足 (5.1) 式 这 一 事实 ， 而 后 者 其 由 ga 的 显 式 表达 式 和 Bessel 
ABE EAA. HE, 4 
par) 一 [一 15 i] e} 
以 及 k2 h, AIFI RIE. EU 2 eR PRR IR ECO. 1D 
AWER p: Wabi. Auk, A FK p H pz 之 间 的 关系 ， 


命题 5.2 WEN, ð= oo O<p<l, 以 及 


1 
N= [eS -1)], 
则 
(l= je! eden) - > BIL- ESDA +T US], 


HIP J RMT np Ais OBR 
ITED Cs) | <O1 +s) 77474, Desc, (5.10) 
在 证 时 命 题 之 前 , SCRA PADS, 它们 是 有 关 Bessel H 
数 的 航务 之 估计 * 活 证 明基 初等 前 , BT PE (Ch) AWL Paez, 
SI 5.2 BH pEecee(O0, 0), gEN, 


Treo = EZO ORCL 


BRMDART 4 th PRE: 
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2 
dp = PO tt 人。 


t 
AS G2 (n+27+2)/2, He we 
flapa) petir oo, 
I} 
D| adu (3 EEES) 
Bos ctju BK, 
S132 5.8 Be PpECTO, œ), H 
oo =f 当 O<I<1/3, 
(0, 24 2/3«t< 00, 
MUFF EE — 6, (4) COMO, co), WR—-2M Brewis PC), 满足 
t a TENI 
f U- Ppi J, y (sD 


= saf agit (std 


J, 
gti +E 
+ g7" n -E a HAH 
f ePi Ja yan CODE, 


其 中 dg (t) = Q(T), i+O,, 
ANS, = Oe), B tco, 

DA Se 

tN +2+k, Z n, 


hv 


M = 
T 5B 
gti tJ +k, 24 my Ape 
引 理 3.4 meN, P(t) 2M 次 的 多 项 式 , 则 
[Pa J, Cu dt 


tH 


C 一 人 于 起 
= i tO (4 (3 y, H ul 


Fh O RRM wm P, EM, 
命题 5.2 的 证 明 IE ey My] D.S 中 所 述 : 不 难 证 明 


a 一 一 rr-r 一 一 -一 一 一 一 -- 一 - Co  - “4 
rr 
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ether 

de Pd- 不 ) 一 [E] H, =9, Ox jM +4 

(5.14) 
AY BI PO E Pow: 是 唯一 的 , 记 此 唯一 的 多 项 式 为 
Q(t) = Sow, 
由 径 向 函数 的 Fourier 变换 公式 得 
KE- 一 |514] æ) 

= ast p 《 工 一 pM} en Haa, C3 e Bz) dé 

1 
Ry 


rione 4247 gn- FEP (jel) 
(1—1 t] in! Hap- D3 dé 


n= lejt 
~ whe EEUU a ds 


_ Saa- EIREJA + Tiel) 
其 中 
1 1 a 
(es) = ane, [C1 - #*) 
-~d-#yQd-#)]e Trae dt, 
因此 , 余下 只 需 证 明 TORE GIDOR, 
由 等 式 
Core (@))= mae dy (2), 


SAAS? — (Dx) -m2s j rel — tn) 
24a 2 ati Jn 
~(1-®*OU-2)]i ae at, 
WS EPR SR NAL RR ME N+) 为 偶数 ), 则 得 
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(N+41)/2 


Titles) = 2 cant: af, [1 — i} 


— (1 - PPQ -JENA aw tdf, 
(5.127) 
Hp COCO h, ph, BEREE Bessel 函数 在 原点 附近 的 渐 
近 性 奈 可 得 
‘TOU Cg} | Cp ,sn OSs, (5.13) 
xslt HES ENPRE. ABA AR. id 
A) = (1 i G RG LAE on Ee 
(5.1 A RG ECO, co), A54 AR, 
lim 4"h() 


Fie 


存在 ,因此 ， 
AMRED | <C nus» (5.14) 
H612), (5.19 JF i AS) 5.2 E 
[Far es) | ss NAI, 当 ssl Rk hy AP iy 
(5.15) 
“spl REAA, Aec, 0), WE 
L 5 Ostis, 
p(t) “10 2 
Hie WO) =1-9(), BPH .12) 式 右 端 各 项 的 伯 计 方法 是 胡 
AA, 故 以 下 只 对 3.12) 式 右 端 第 一 项 G= 站 给 出 信 讨 。 将 这 一 
项 写成 
| ha ogy Stat 


4 
=U 


7] 
h ROW (LENA (sb dt 
+ -Ep f (L= E p(t) TNH] ay EDA 


-Serf A- PRO- PPAT ayy (Aiat 
ATs) Tals) + Tals), 


E h pg e vo hin Hi EEE de eh =- 
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注意 到 如 以 hOW’OMA- HRI -MPO RERO, 61H 
式 同样 域 立 。 因 此 , 由 引 理 3.2 METE 
1 Cs rr ww set BWA, 
以 及 
[178)| Cs" ON), sol 及 请 为 奇数 ， 
HP Ta), 如 使 用 引 理 5.3， 则 可 将 它 写成 


C! 4 ， i 
Tale) = -| G1 【站 /234 meyk S dt 
O = _ - 
+ | OPE HT pe en( $8) a 


ATa(s) + Pats), 
注意 到 {如 也 满足 引 理 3.,2 的 条 件 , 则 
上 23 &0s7 UINTI, sel 及 上 为 奇数 ， 
最 后 ,出 引 理 3. 生 得 
[Pa(s)| <Cs ON, 4 sel 及 上 为 奇数 。 
综合 以 上 种 趟 得 
Pes) Cs OA 当 sel 及 上 为 奇数 (5.16) 
ER, BIH Bie wh (5.13), (5.19) (5.18) A RE, iE, 
利用 命题 5.2， APL tei TRA M Bochner-Riesz 平 
HE Aria J se at. 


定理 5.6 #0<p<1, 6-2-8, 以 及 上 EN, 则 算 子 了 


SBS ABCA, I") 型 的 。 此 和 即 存在 一 常数 O, 使 得 不 等 式 
[we Re, (BEEF) (x) >A} LCF fa (A)? 
对 任 一 fe HARMA A>O 成立。 
证 明 由 命题 5.2 香 
(BED (0) = St UBEDE) + TD. 


AE, 如 记 


128 在 Fourier 分 析 中 的 应 用 [$ 3# 


| ER (BEF) (2) >A} 
<$) |e ER (BMF) (a) >2/215 } 
+ |e RY supl (FT y E) >A. 


oh ERE 5.2? 和 和 定理 3 APS, AEE, RRL 
| iw ER", sup! 《ar > ab | SC (lS ne 7A), 


WEL (B.1O) RARE G.L)R, RR HL RAED EME 
GE 5.1 的 , 证 毕 ， 
现在 ,考虑 另 一 类 Bochner-Riesz 平均 的 拓 广 形式 
(EP) (2) = (fed) w), 
其 中 核 


æ= (2z |， (1-2ÈY ewag, 


EE 
以 及 
a@(&) 一 fe aE =D, 


当 a(6) = [El Rf, Ead 就 是 3 阶 Bochner-Riesz 平均 。 在 一 般 情 
IBF, a 为 实数 时 ,a( 避 对 应 于 常 系数 畏 图 微分 算 子 
a(D) = ， > BD, 


PA hs 2 FAL AS A T EIERE Riesz 平均 ， 
MIAME Riesz 平均 。 广 意 到 这 一 类 算 子 的 定义 中 ， 没 有 对 超 
曲面 EER a@(2)= 2} 的 几何 性 质 有 竹 何 规定 ， 这 将 导致 其 核 
eM MSAK. FEE, J. Peetre[Pe 1] 曾 研 究 
iS ARF ETER), lapco, EAE. WE. M. Stein 
[Stl RAF Bochnor—Hiosa 平均 的 经 典 结 果 相 比较 ,就 指标 6 而 
和 J. Peotro XTARA Riesz IA HMA RE BH BEY, HEAR 
ORME a EAD ET TER es AMAT EY, ASAE ALE ed ii mi 
(CER, a(S) =R) 的 任何 几何 性 质 ， 从 而 难于 得 到 像 Bochner- 
Riess “FZ BRAS AAT. At, MRE ICH Riesz 
PHE HRY O< pe EW ARE, MA EIR EM B.A ay 


ep er r= - Cr EPE ee ee ee rT ~ 
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UE BA SBE ARE Ae ET tH Bes SO)» FT A ED a a SR a OR th HL 

的 。 基 于 以 上 的 考虑 ， 下 面 将 使 用 对 核 ck 及 其 导数 在 集合 fre 

R, j2| 7} bi 2 估计 来 建立 ERS E ERY 上 的 有 界 性 质 。 
定理 $.7 设 遇 二 不 雪上， 以 下 

no n+l 


o> a 


则 对 充分 大 的 R, 有 
{EF |lpe<C} Ene 
Pp OC A f,B 无 关 ， | 
上 述 定 理 的 证 明基 基于 下 面 一 个 引 理 上 的 ， 
引 理 5.5 对 充分 大 的 五, 成 立 以 下 售 计 ， 
i) E Zaga, WR ô>, il 
Rid lémteiim 


1g 
F} ad EA :i _ 
(J lztzr 人 (| dz) SOO (T+ Bimyyenas 


i) #i<¢<2, URo>*S", m 


(yo, EHO) ae) "<o ragga 
Hp l/p+i/q=1, PROC, WAR, +, JK, 
证 明 SMR i). [J| =O DEEA CR(Mal)). EF 
i=|J[>O0, Gok, WR SEAPAR, fh @(4) <2 可 知 
|§/<0,h'", 
其 中 ,Ca AEE RRM. Mee Cs, 使 得 


PE) i SE] SC 
0, 44 JE >C (Ca >C)), 
此 时 ， | 
DeO = OD, g ae (LH ) ode 
=Riv— | ePm- dy, 
g” 


其 中 WE ym lw) = RYP RV), 
BTR : 


OS it . oe -Ah rp ce rl er ee 一 


120 在 Fourier 耸 析 由 的 应 用 cme 
W(x) = (2m) ares s'p(E)dE, 


不 难看 出 ,对 任 一 >0, A : 
W(x) | COWL + fal), (5.17) 
AP OCHO HAS 无 关 。 WME rae Ym MAD LL =o 
BY Se He BA eS LT) AG 
(i |D eRe) jean)" 


Lf 
= Ria f _ | eS Wh uns y)dy K9 ‘ 
ae ee | ehje le COLT Ria mkom | 

H r AO, m) 


ias D eh) | ade) * 
<A ™ "|, | ea) Fg vale y)dy i 


+ Rim(| 


` lz] >F 


1/9 


OL acca 
lvl >r/Z 


&dli+ is, 
ERB e Sr, 及 |y| 志 7/2 时 ， 有 [e-y; >|z|/2。 图 此， 由 
{5 .17 了) 式 可 得 

| 更 下 (一 有 | CO RO “BM | gmn 
Ay ies | 7) =0 时 的 结论 ;并 对 
k=0t t+ 
P f 
使 用 上 式 便 得 
oo Roiteal (oy 


BR J iz tnpa 


<COY Thm 。 
周 理 可 得 


ER EYO jy)" 


PIETE- 


À dey ee mm 一 上 


EI : Bochner-Riesz 平均 jä 


Tmn pm 
(Rumy) S+i/p * 


IgE, 24/4) >O mt, DER 
至 于 站 的 结论 , EM ADM ,事实 上 ， 
(f.o, Dede) 


= lig 
wei a | a] 
=È (| 6 (人 i z) 
ci 5 (| Detia) de) (2r yuva 
Keil Le [elk 


ore aah Fuld ismtnfsam 
SCC) f] Limon. a+r 
0 (1+ R'm) 


APA ARRESE. Yrs ko" 时 , dg, 使 得 


OP iter x BO eke + Ir, 


OO 


(CBX Ysa | 


此 时 ， 
ltl /mtn 
CQ) lg 
> (1+ Rar; ae a 
<5 HiT metnin (Drp) iy- 
k=] 
CT 
以 及 
Dd Rv tim 
> (Pry mta- 2) 
kinar (f + Bi mgnp yeti: 
= pa EEA eed nO i2~ S129 ¢ Oi rg 
i 


Oh |F emt Lymn =A 1i) ¢ A a 1/8 
OFA) UF lat 
an) Ale minita , 
3 r> ph, A 


za idmtn im 


TIa im Beni ya- 1/2) 
Kau CL + BQ ey ti (ary aN 


as Fyld lft 1 /ma O~ E20 (Dep nel fo Lfg@o-d-ayi 
ke [I 


aC! iv imti mingi =l? hpi 1/d-1/2)-4-2.4 


=ar Ank ee 
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RIT m+s tm 
<0 一 一 
CR Mr) Candles pe 


tk, iR, 引 理 证 毕 。 

定理 5.7 的 证 明 PARER p< HAE. EEE, E 
意 到 当 ostri 时 , 算 子 Jof BEY IDAR. Ht, pal 
时 的 定理 结论 可 田 上 述 结论 和 0<p<1 时 的 结论 ， 并 对 次 线性 算 
T froPT ORS) AA 2 BE 5 1 ERE, 

以 下 没 0<p<1。 由 第 2 章 命题 8.2, RAE, Ho WEE 
(p, 0, SRT, 其 中 


vo [o-"5*} 


， 1 | 
风 ERa 4 ( P, L, in(=-1) |, € ) 分 子 ， 日 满足 
Maya, (5.18) 
HPCE aR AK, 满足 
n( —~t)<ne<o— 55, 
ARR, 可 设 原 子 & Peel, H suppecB QO, r), $ 
Pj (5.O) SUR TERA, BT ae BRR RE. A, 余下 只 党 证 


明 15.18) 式 。 事 实 上 , 如果 能 证 明 以 下 两 式 ， 
Eel Creu (5.19) 


和 
the (和 (Cr etn, (5.20) 

fl] (5.18) lal a BIN BREE, 

AN, (430) = (|B gel DT I: | Cae) Ce 

SCT pth UPI ep te DO 
上 下面, 分 别 米 验 证 中 .J9) 式 和 和 (59.20) 式 。 首先 ， 
Bal = | IDa] | ERD |e 
& 了 1 十 fa, 

显然 ， 
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Ty <Ja}afeg Orn aera, 
对 于 dis BMA, 5 Amr Wt, 由 引 理 5.51i) 得 
I =| if yo, 20e- vd de 


<jahs{ le [deca 。 


laj 
当 本 /or<】 时 ,将 ehle- ERR E WRA 
che) = g, ATE ER) an, 


FER 


SHE» FE DBE TEA IE RE S 


Toe NS ,8 2008 a 
S 2 i i a(), jelvvids)([ [>2 [ee [de ) 
be lerbl coer ` 


Tk, SSE 5.5 ii) 可 得 
exo D (f lacey ig ivias) re 


Jens 
[at [aoa Fd 
YF 
n s" ey! PrI P SI Es | AM (yma lay 
a Tt 


ASE 

下 式 最 后 一 堵 月 到 了 BT"mY<14， 内 此 {3.1 外 式 成 说 。 
为 证 (5.20) 式 ,将 它 写成 

JEDO h= S 


+ Edit 


zi (Eha) (2) |de 


t S ete cotete jx) "*| (Eka) (x) | de 
dlit Ly, 
显然 ， 
TeoOrv g ar -TI Ps 
GEL, HWE, Brel 和 RYmr<1， 但 不 论 何 种 情 
JB, MURATA La 的 信和 这, 总 得 
| | | (2a) (#) desg Pm- -apna 
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TB) | Baa) Co [ds 


< |r] F 


Th 


= {} ba eee C(t WERT tas- hpn —Ljp+s} 


e i 
Mm. (8.20) TUR ar, 定理 证 毕 ， 
35.1 ewm [PE EDO- JEDA), Ht Pm 
H m KT A EAS, 网 
(Bief) Ce) = (fp. x) 
BON 了 在 R" bse BE Bochner—Riesz 平均 。 不 难 证 明 , 当 
a. Ë n+l 
7 p 2 
BRO<p<l htp FRRO- DA., eee Lol RART 
f>sup! isf. 


Tis ESAS H? AIEA M 


onn mel 
= p > 3 
: oe 
MX ni Pl 
W 


| (=E k", sup} (Bie DO- FD SA Cig?, 
WROl fA Tk AA 

z = E Py/ly') 
了 = (四  Se-v) SEY ay, 


86 五 ? 乘 子 的 转移 定理 


AEH, PPAP Fourier 分 析 中 具有 基本 的 重要 性 , T 
在 其 它 数 学 领域 里 也 有 广泛 的 应 用 。1965 年 , K.de Leeuw [Del] 
证 明了 一 个 反映 LR) RTR LTT (pS DT ARR 
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的 定理 。 后 来 ， 卫 . M. Stein, G. Weiss(SW2] 中 建立 了 上述 定 
理 在 一 定 意 义 下 的 道 证 理 。 这 两 个 定理 合 在 -- BRT Lee Ry) 
He Fp PCP) REF A ER, KI HH EE Fourier 
ob By AA iett Ja ER pIE fe e a a fe) A ede, OR TAG 
PETA O< pail, Goh HP Ce") se TE Beck) sey fal i Fe FS 
£2, 从 而 , 将 de Leenw-Stein-Weiss 的 结果 推广 到 O< pal TR 
fhe, Wea, di eR eas] (O< pct), maser 
H? EPERE RAR Hoe L? (pe 1 ee Bee 
定义 1 和 .1 AA Ma lng te 2") RA A(T RT, BAB 
T 


(TaD ES M rre Fes, FE HP ONL CT), 
AEG” 


Pri AAS Ta 能 扩张 为 ACTA ETORRA RAT Jip 
ty TYH F hy Fourier 系数 。 
同 R Tt R Ta ed A ETO binds RAT, 
WEEL Ti BETEN 
PRS | grr ysl | S ry» 
eR ETI eh a Etel Ta] eecosuecpe: 。 
FBS ERR ECT) RTE ERY REZINE 
定理 6.1 设 0<2 反 1 ma) PRYF, A 
mÜ) =O, 
W @= Gack) hE 2) A— HT) RS, 且 
| Tal ge rr SS 2? | T e | regara) e 
定理 6.2 POo< gl, mi) fe R10) 上 连续 。 如 果 对 竺 一 
a>O, Ai = {m (sh thE ZS Wile TP wT, A 


， FI l 
HASUpl T hel usero HT) KOs 


k= IJ 


出 waa) eC") RE, H 
HTa ll ag me RP jar Pe Re) <B, 


为 证 定理 6.1， 先 建立 三 个 引 理 。 
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引 理 6.1 设 0<vl, GE (Rk), supp Go BO, 1), E 
iG]. =1, Mic 
Gopo) =s “9G (v/s), a>0, 
WHAE- -SALTA 
fœ) = he eats Cag =O), 
有 FG... = i? (Re), H 
Vinal FO pf gr nr", = ji we? 
证 明 Oy A? STA SAE, BAA 
| FQ,» I? eg») = i supi [Perf oop9 (7) | ede, 
; p” 
其 中 pE sR), 
| p(w)de =1, supp pc BO, 1), 
Ud Be pi (E) =t "ptr/t), 
显然 ， 
oslin| ffann | sup JoGe] frae} 


<lim| ， sup [pf G] Œ) | tax, 


不 难看 出 , CSE RE ae FLT 
Lim sup [ger (FO,,0)] (0) de= [fi anm (6-1) 
和 
limf sap [er(7G,o] (2) edz = 0, (6.2) 
WL eRe Sh, ETES ECO. Dat, ABE LE 
xs 
Lim} | Gero (@)|* sup | (orf) (0) | odw = LF [Pasen 
(6.3) 
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lim a SAP | Cpr fGs,,) 1 (%) 


~ Gog lE) (Pit f) æ) ?dr = 0。 (6.4) 
下 面 , 先 证 (6-3). HERB 
(ge 用 (= Sh aul B (hd etme 
为 一 三 角 多 项 式 , M 
Limf Fay E) [ssup. (perf) (2) | ?da 


j+% 由 里 


-im BY f Ges Œt a) [raupl (pens) C) | Pa, 


其 中 Q = ER", -1/2<a;<1/2, Lajan} 
为 e 中 单位 立方 体 ， 由 于 GE SR), 故 必 存在 一 上 与 XEQ 玉 
s>O 无 关 的 常数 0， 使 得 

pAr (Gat pl SC, 


再 注意 到 
Z Oneto DG) 
为 积分 
(1G) lrde 
的 Riemann FA], MH 
lim 3) [Gao+ I= 1G) ?de=1 
因此 , 由 不 等 式 
sup | (ptf) l= sup! D aA: (k) ot / 9 
<E aD, 
并 使 用 控制 收敛 定理 便 得 
Limf DB |Get 9) |? sup | (p+ f) (w) |da 


mu ar oe 
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j | Sap] (pew F) (w) [Pda = |F kece 


因此 ， (6.3) s0 ARIF, 
为 证 (68.4) 式 ,只 要 注意 到 


[pr FG.,,) 1 (@) = ee gir thes 


° | Pr (y) ed aL Per (æ -— ydy, 


出 

[的 (了 人 (一 Gp Cor) (of) (Cr) 

= BE arf om | pC) mG, (2-8) 

i aga (x) J da, 

A, (6.4 式 等 价 于 对 每 一 frE 2"， 有 
limi,= 0, 
其 中 
ce i { p. (ye YG gy) 
— G, pit) dy | ?dr, 

现在 ,将 L. RARA 


T -| az+| deAmnr7a。 
a [elaz + Ivl> ig 
ERB supp pc BO, 1), M 
Ji<= sup Os p(w@—y)} -— Gay (2) | 


Pa ee pad 


“| p |p. [a 
ieee: 


=Olpl} sup  |[Gw-h)- G(x) |*<Cs 9”, 


Jr et LA; DAS 


EXPERT VO <C. HF Jo A 
haf a spif |P: 9] | [Ye = oy) | ylay} az 


3 5] H? 虫子 的 转移 定理 


<f ,1 sup_ | (YA) ,,» (2 — Oy) Je} 


EIEN 


. sup{ 3 f| o 0)yldy} a 
tawa | S 


7+ 


1 
<O Jyp (y) [2s 0 dz<<Cs-rz。 


kad 

vw |r]>ġa Š 

bt a SPT |V@(@)) Cle, RE, 
limf, =O, 


i 


从 而 , (6 ORURGC DAME. 
为 证 (6.2) 式 ,上 内需 证 明 ; 对 任 一 #E Zh XO), 有 


iaf up] toene raz =O, 


sae | RT tas 
注意 到 
| jel sop | [PC ,pO > | (x) | sde 
sleli |G,» ef, 850, 
为 证 (6.2) 式 ， 世 只 需 证 明 
umf SUP | fo. 4(Gs,, gimine) | (x) | da 一 0, 
nic 


A(S) = foe COG, pe 1 @)s 
且 不 妨 设 而 专 0， 则 由 分 部 积分 得 


AE) = \ Pi (YY ap lE — a) aoe fee (edgy 
E eee | PCY) Gs, æ ty) e Pm ry 
Rr 


= giria — Dahi)! fo CHERT CET). 


ə -2w it vd 
. 一 Ë 
( Oyi y 


krp ir He = =n 


Lae 


(6.5) 
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= emiemi] a [LPOG pF ty) ]e mdy 
= eriw Imith) 1 [4 ply) |G,,s C5 — ty) 

-PD a G), Wy) Je-mrmrdy, 

如 使 用 不 等 式 

[GD | + PA G (y) | <O + lyf) en, 

pii 
PTOI A a oy) | 

+ i ‘ve |} (1+ bee fl) vey, 


因此 ， 当 Ms <i< fa} /2 pt, 
AE) | ECV fpjs c z 
出 此 推出 


T 


& 


—(stljip 
) 


[A (E) | 8da<C's re 


| lcri-iwe wy rein 
因 比 ,余下 只 需 证 明 
limf sup |.4,(%) [ada = 0, 


Ep0 tw [ri 


为 证 上 式 ， 仍 不 妨 设 MSO, 如 重复 使 用 分 部 积分 法 ， 可 将 
A, (8) Fe 


A, (2) = rarau] 
~ H" 


j (EO edgy 
” i 


a er is wvdy 


A ESHIL ~ Wikis) ID WG ys 
fo \ sj t 


其 中 
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r- E eol 
-Q 人 ewismydy, 
注意 到 GE P(AD, supp EBO, 1), 以 及 |#| 宇 1, 则 对 任意 的 
a, BE Zl, 以 及 8 宇 1]， 有 
(— 272) mf y [DG Cy) e®* ter vdy 

= (Dri De (u4G(w)) ju = 0. 
因此 ,如 记 了 Pi( 2， 大) 为 (二 一) @ E | HRA TER hey Tay- 
lor ÆI. bi 

I= | | ( Er G(y) IE] 9 (==) 
Pils Y) 


-ee 


ae, Cad" | De es Y y K- 3 Pay 
AEs 
[A l x (2as k NTs vans y's | [Dee 


BT I 
“FN i R 
KCN C' r|, 
加 取 充 分 大 的 N, HA Nia (mtl)/p, M 
{ Sap, [A (a) | adr eC i wit -adeg Cig 7 2 | 
lel» 2s t> jel 


办 此 ， 


( in GO ley 


lim| _sup |4,(2) j#dz=0, 
g- Inf =e 2 


sitll 


到 此 , (6.6), TEE P. 
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引 理 6.2 HTL <p], IEN, 以 及 fEI2CRY， 则 


Fe APR")! WE BR = Cote ory Fads OS FRM 
(lasix), A 

Ay f ELIR NL CR), 
HEE- RHno AIARRA O, 使 得 

COP GF s| lC o 
Hop MS = Ay Bs F524 p0 hf, A, FOG FAY Riesz aR pes 当 7. 
=O, By, JEZER. RS RA F ATS Bis YH Riesz HE 
换 。 
证 明 ”用 于 Riesz SRA A Sa reRAAM, Rola 

中 左 端 不 等 式 成 立 。 为 证 右 端 不 等 式 成 立 , 置 

Ur, i) = PR E, 
itt}: Py Poisson #%, jH Stoin-Weiss 的 H? 空间 理论 【 兄 [SW 
O21), RHEE H F, D = Uw, O WE A Cauchy-Riemann 
JAA LHD), HJA Em, 蚊 的 第 一 个 分 量 之 边 值 . 
irah, FEARR HRH F, t) E BPRS), 因此， 下 面具 
FAE Hi, 当 F E LR NAL RR, A 


sap| iF (@, 全 az<CS 7 (6.6) 
> v R” J 
aie | 

_ nol 

PiS nite’ 


i) A. P. Oalderén, A. Zygmund (CZ1] BR F(x, Hla 7 
HOA AS. FAL, MURS, 分 = FG, Hi", 以 及 9=2/pis F 
SH ATA PARUE a A PEE CAL SW2]), WT AF ee —-9 GE 
FLACK"), Aih 
S(s, H<(P.«g) (2), 
以 及 
i 
iesp 18 DIa) 
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f |S O|sde=[ [F 0 [de 
= | SPB A) @ ?ds 
=] Pico) Bf lr) de 


= s eg” tila | É f(e) Eide, 


便 不 难看 出 
Isg], 17 @) [ede 
-| 1E Œ, 0) [de 
此 即 


{ 19) mac 和 | (FC, 0) ?de, 


[FE 2) |#=S@, PHa Pg) (2) 
可 得 
[F (s, [rsg 

因此 ， 

{Fay 0) | sae PF, 
由 此 推出 

(go t= Fe, 0) [%, 
注意 到 


F(a, ON?= CN BF @) |) 
RA A, f(@) [?, 


URRY JEL (R) NHR, ARSE LA) HCR"), 则 
P(x, 0) ELR, ik, 4 p> ps BY, ph Poisson 积分 的 人 性质 
可 得 


ey eee 


Ata 在 Fourier 4747 PRM AA [apt 
supl ， | 本 (zy #) | edz = supj 。 [S (E, È) | ve 名 
<supf || Pang) 0) [oan 
<| ,gC rd 
=| fF, 0) | ede 


<BR f(e) Jrdz, 


it, (6.6) AR S| RE, 

注 6.1 和 PRLR E e EER. 

BE CRG BE ETAM ee ee E, ee Ee 
Planchere! “Polya HY, FLEE Way fe dt. P. Boss [Bol] 或 M. Fra- 
zier, B. Jawerth FFJ1] 中 我 到 ， 

引 理 6.3 Oc p<oo, VER, gE LCR"), UM supp Fos 
(0, 21., iid 

Qua {EE RY, Aa wa (Ay +12", Lajan, ke 2, 

由 以 下 两 武 成立 ; 


-pr | pe i =n-1 | 
4 eons | ge) "SC pas Q t | | ) h +k |g) | "de, 
以 以 


av D sup (9(2)|*<Olg ly 
其 中 常数 0 仅 与 a.p AK, 


定理 .1 的 证 明 由 于 三 角 多 项 式 全 体 构 成 AT 的 一 个 
HTE, BNE, 对 任 一 三 前 多 项 式 S, A 
[Taf [arro 2 ?ny | PY gece es (6.7) 
其 中 
[ele = [Pen ll re gn) sy Hr Rs 
MAA 
F@)= D ayers 


ee -Ll rr -rrr ee 一 
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=at X) aye a+ fol), 
O< in| 


FF HELE RH 
|P to lasero [m ive] Pol preps (6.3) 
WE S [Fl ren Aime CO) = 0 便 推 出 (6 .7) 式 ， 
(TRS i mego = T aSo liee 

< lal irel foil ecr 

Af re | S [rrer 
Ean Ha G.I, 得 

APSF o heremn) = limiGs,aC) CP Fol C) lira 
slim) Tal Sa) C) lira 
ne (-) 


wl) (Tafa C) eects 


FA IM, Bil ae HE BY 
liny Poa FoG op) C) 一 Go 1) (Ta fo) (+) | sc pn) = 0, 


(6.9° 
Bi FH EAE Bs PS [ FE O.T Pe HE HY (6.8) ak, 
| 了 党 | arep im ne lara Foer ,| Hr Rn) 
= |mas | fol esa). 
BIT, fem (6 8) SUB We HH. Seat 
(Pml fT] Ce) = abe, Gut) GQ, y 6 oe —Ā) 
Fi 
[Fon (THF l*(@)= Daem(h) G(r =A), 
不 难看 出 : WIEG. 8050, R agur AW 
Lim | (P) ~ (4) Go — E lanm = 0, 
EEZ” £320, 
HPR so VARA M Fourier RMR, AME ZH, 记 
F(x) = imi") — mG —#)}*(@), 


mr ee ee eee =. 
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由 引 理 6.2 LLL PRAT A, 为 证 (6.9) 式 , 也 只 需 证 明 
lim| RF, |p =0, WI = {hy os Gd, OS <n <i<h), 


(6.10) 
其 中 k 汶 关 于 多 重 指 标的 Riez MR, Wid 
Mg, (ut) ={- 2rb)* (us,/ 对) eee {aba |t] Js 
并 注意 到 
supp Gp duet lee ls}, 
则 


(BEE) = | ma, (at) Emu) — mb) I Os Cu A onide 


<0 sup mkt -mGal | vi dn 
melas ‘a 


[li ° 
Os sup m+ mikla 
Lal alys 


HH 2.1 Ay A, 
mE LCR") OCR {0}, 
因此 ,如 记 
r= {sap |m(#+h)—m(#) | Os, 


tálal 
则 不 难看 出 


limr, = co, 
3 中 on 


Mulls H |e tit 关于 RF, (x) 的 估计 ， 得 
| RF (x) | ?dv Os rrt srg. 


= Cr 710, H g-o, 
其 中 CQ Ra MUSA KON CRA DK. AE RFR 
PH 


lim 1 已 Ps(z)jsaz=0。 (ts. 12) 


Se ae 


, 当 |z| <I /3, 
vay = 全 SeS 


C, je] 23, 


a em eed er jr = ame ow ahi 


GEE H? RTA SE lat 
HT m(u)—- mA Hr RET, vil 
BCA {[m(-) —m (4) 100-0} Ce) © HR, 
MARDE HR". 4 spur, 
REKE = {[m(-) -mI - GC A E) 
= [R ba(G,,,e°7'*") |] (x) 


z | R,b5(a- WIAs (yjet ndy, 
R” 


MPHE—ge Z", veZ, wid 
Qua = ER” Pg a7 2"(91 41), LEJE 
了 | 
AEE) I< 3h veo [Fasl ve gua [Rb y) Ie 


| | BR, (Cm) | Pda 
2 R” rr 


Se > 之 i sup Gap (¥) | *}C Sap sup. Rs- y)” 
+E ae al " Y 
tty 


> sup [Crap CY) |? 


ly arra HOD 


2 Sup sup Row — y)!” 


Sere? ro Goren YEG 


a SUP Gasp (y) | ” 


lg! > avrg vo Doe 


+ | sup sap | Ryo (a - y) AE +t 2a, 


FER r Üüpu YEO 
注 AE we Qe WR YE Rua Bt 
g= gi VSB —- Ys Sos gt] (legen), 
未 妃 训 局 一 9 一 1 为 偶数 (否则 对 2 和 作 第 了 个 分 量 的 单位 平移 》， 
ip e gs l = wn We-yEeQio. Aha 
Ee D sup [Fey |? Be sup Rowi 


HEARREN 6.3, 便 得 
E01Bol BS a+ yet” Gel) roy 


«Clin. ( + Bw yde pepo 


HETE lH res 
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,S| gg SW WAC] b i (Bart En). 
注意 独 当 191> sw ry, MAIJSEN T2, |g th) >sv7s/2, W 
(所 一 中 一 | iG, ad. 
DaS a 作证 所 inl oce 0 (y) | y 


< 和 GD iG (> | Pdy. 
fee 


Lay Mr go fd 


因此 ， 
“lim Zi = 0. 


由 引 理 6.3， 并 注意 到 1 = Clp l, 全 得 
Ezz SM (二 | 


| 了 Sarg 22 


Fy SEE in 
lim Ess = 0, 
因此 ， 
lim £,=0, 


Ait Ay 证 意 到 当 
vé ar, ‘aps ty, 
Ele 5 充分 天 时 ， wA 


wg $ rQ, 


Bop w ma mt eg BBE. Es 
EE E smp- Gayl’ E sup Bbg, 
| EY we FareQ © Give 


从 而 , 出 引 理 6.3 便 得 
TCGd D Bae wl Bit jedu, 


we berag reg cer Do 
如 对 下 式 右 端 使 用 类 似 于 对 E 的 估计 方法 , 则 癌 样 可 得 
limi = 0. 


E. aa 


天 此, (6.11) 式 成 立 , EMER. 
为 证 定理 6.2, 需要 建立 两 个 引 理 . 
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引 理 6.4 BEHR), O<p<t, 

中 BFE D fers, wy fe xem), H 
[F inean F Jas 

ity E Sel) SEP F(E, 则 


{ Fesp: Hiena 一 | f |aeg 


VA Be 


è rg | | 
Lim | fi,pl geerm = |F larga 
tie 


其 中 
Feo (z) = wa Fab (A) gem tlre 


证 明 HEH 11 wlan fe (I), 其 次 , Hee yR), 
fow =1, 
并 记 Pp, (2) = "ptt), 


不 难看 出 ; SHE E> O, pf ELR, UE 
(pee FN @) = Be TF 1) EL(R), 


fal th, h Poisson 求 和 公式 ,得 
(pF) (@) = 3) BE) (ets 


= 全， (pie firth) aim thes 
= Š, (p+ f) (2 + Ky 


从而， 


f Sug | (prf) (æ) ldr > | sup Cpi» F) (e+ K) | ?dr 
re iy FES pr tay 

= | sap (Pex f) @) | Pde 

= ec) 
BERR (DIRE. 


TUR, FE ee Ba] Se 
| fs Í aR”) = Flare 


EHER REE p, i 


160 在 Fourier 4; 70h fils FA [83 & 
(Prr = D (Pye fue). 
KE Sn 
由 此 推出 
Sup | (Putt top? (£) pe— SUD | (Punt J e,n Cr) >i 
<= sup] (Puet fs,p (+) 17, 
kp) Vi 


但 
limf 2 Sup (My e® f) epo +F) "de 
=limf ,supi (gu*f) €) [Pde = 0, 
由 以 上 两 式 便 得 
lim] Fesp PIRTS = lim ma P| (Pye ean (2) Pda 


= lim sup, (py* f) (E) | Pd 


Pa 21g N 
= |ie 
FA, GD A. 引 理 证 毕 ， 
引 理 6.5 PBOU<pal, fe Y’(RY, FEC A(R), UR 
Ff (0} = 0。 
oe 


lim inf | f, plaers 


T4 
H fe HPR), H 
|F larn 0 lim inf Ifar EEES 
wpe Rap 有 关 , Wes Fes MS 6.4 中 所 述 ， 
WA Ht FEC (RY) 可 知 了 (x) HR 上 为 - -有 界 的 连 
mma, A TEL RY. FA, 
F) = f Fed eredu 
=lim © f (th) eee 


EaD kE L” 


=limt"f, (tw), 


"rh tra 一 ele en ee 
re er La 
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Heyy AR Baw soe Al, 六 (cy =f fe 

itik, wy f (0) =0, ARF EC (RR), Ait, BS Linky 
法 得 

R,f (œ) = Im ef). (tx) 
eure i” (RFs) (ix) š 
Fy EAE, 对 任 一 2E R’, 
| Ry Ff (@) |? = lim t"? (Rf) (42) [PF oli), 

HERATA A 为 关于 多 重 指标 7 了 的 周期 Rioss 变换 。 A 
it, 由 Fatou 引 理 , 引 理 6.2, 以 及 注 6.1, 便 得 

[Flaca SO Dy BF fo 


=O SU Lim eo BF.) (te) |? gear b 


mee lig 
< 人 lim inf 2 | ine | (RF) () jede} 
=C lim inf SURF .,.1, 
Feet (4 a 
<C lim inf ||P i.e larg 
FIPE HB, 
定理 1.2 的 证 明 ”由 于 Er) PH Fourier SMA EX 
SE i ea “iA, A) B,C RI JE 二 
(2), AF RAR EERE SX 
| 了 
共 中 
i oe 相生 | 于 sme a eT 
Wik bat, 由 引 理 各,5， 也 只 需 诞 明 
int l Emet harso ECI | egn (6.12) 


fA (6.12) S03 ce A) Ae AP A S| BL OO. 4 RR, 
Jim inf || (CPF) red” larg 


rep i er L p L oe 1 NDA bl lien m 


152 在 Fourier 4) prH iR A [aoa 

slim inf] D, orm (thy J (tE) ert] ree 

i—i Pe Re 

<0 lim inf Fesai 一 C| fnr me). 

到 此 ,定理 证 党， 
作为 A? 乘 子 转移 定理 的 一 个 应 用 ， 以 下 来 建立 Bochner- 
Riesz 平均 在 H°(T") LWA, 8 
FE He(T™) NLT., 
T Æ T" Ely 6 Br Bochner-Riesz 平均 被 定义 为 
SLA @= WOM U- lev jeer, 

HP CLA Fi Fourier Ber, UTER U< psl, UR 


no n+l 
dair ™ p -s 
PEA 
MaG) = (T — 18 和 | 人 二 一 工 e>0, 
DA Be a 


(Ton, f)* (am @F@), FE (RYN), 
iE FT AT Pee 则 由 定理 5.4 BR me) Oy PCR") eT, 
TE eB) m. (0) =O, pi Ae HG. a AT 

The = {me (V VEL") 
AAL*(T) Fe. EAR ETB 
推论 6.1 HO<cpal, 以 及 
网 十 1 


a> p a E. 


HFE- Foe. 7 TKI C, 使 得 
[Sie] i meem SC | fn) 
EER TRD ROAA RR SET RT Br ER RAR TH 
转移 问题 ， 
HEM 8.2 Bme LCR), MEIER s>0, 定义 算 子 
Ta, (T.J) GD =m(su)f (wu), 
fe L(R*) NHR”, 
PL ke 


36) H? 柜子 的 转移 定理 153 
Pa ENO Bm(sh)o( e, 


a 
FeL*(™) 1) A(T), 
O E TAE) =supi (T.A @| 可 以 扩张 为 WT) 到 
LARDER THE, RR mA ERY ER AEE 
GD Æ (Faf) @) =sup| (FNO LUIA LUM) F 
LoD) RRA AST, WEMA 五 (7 上 的 一 个 裤 大 滋 子 。 
下 面 的 定理 揭示 了 Fe RD ELRKRT A APT) LOR 
子 之 闻 的 转移 关系 ， 
定理 6.3 O0<p<l, 以 及 mE LR), 
i) Hime O(R"), lim m@) =a%oo, Um HR) ER 
KRT, 则 加 也 是 五 ?CT") 上 极 六 乘 子 ; 
ii) FmeEC(R\0}), UBM AAT") ERRET, Wm 
BA BCR") LARK. 
为 证 定理 ,需要 建立 一 个 辅助 引 理 ， 
引 理 6.6 设 0<p<m, GE FR, 
supp Gc we R*: juli} 
AIG, = 1, aid 
G(x) = 8 "+G (8/8), 
WHE — FEL (T, 有 


lim| fo, src) |F lurr 


证 明 如 同 前 面 , 可 设 SE 对 每 一 变 元 的 万 期 为 T， 从 而 ， 
对 任 一 上 E ZY, TI F(E +k) =。 因此， 


linj Fa s lrg = lim Df | f(a) PG, K fede 
=lim| FC) 19S Gag @ +h) de, 
注意 到 引 理 6.1 的 证 明 中 已 得 到 
Lim. D |G, +h P= 1s, 


joe 


SO a a ee ra ar et = 


154 Æ Fouriet 4H RIEA C3 


因此 , 引 理 的 给 论 成 立 , 证 毕 。 
定理 .3 的 证 明 D mA PCR") ERK. ATS 
fi We Ae LTA H (TRAE, 故 只 再 证 明 ， 对 任 一 
= Fi BMA 
fiz) 一 Pi alae 


有 
, ZF zem] Fjære (6.135 
BE Be RY 
| @o[ = | of (w)de |<] flocs 
以 及 


Fxg0 = jm Oey < [mO HF Laverne 
则 只 条 证 明 (6.18) 式 对 任 一 常数 项 为 零 的 三 角 多 项 式 成立。 由 
引 理 6.6, 得 


{Tf 1rdr = lin| sup! (Df) (@) {7| Ga, 9(a) | Pde 
<lim| sup! 7's(f@s,5) @) 
tae BO so fh 
一 (Ff) (t) G: E (2) | "qz 
+ limf sup; TF Gp) Œœ) | "de, 
É+. A s i) 
如 使 用 引 理 86.1， HERAn HARD ERAT, WG 
him} sup, TC FG, op) (£) | Pda = lim re fa, ip) Tecan 
=E Lim| FOs [rece 
SO | Ff | ecm). 
lh, AWE (6 .13)sk, 只 需 证 明美 系 式 
lim| sap! T.(f@s,2)(@) ~ PF) Gs, p(@) Pde =0 
(6.14) 
对 任 一 常数 项 为 零 的 三 角 凶 项 式 卫 成立 , 等 价 地 对 任 一 


§ 6] H? Se Rae Be 265 
f= oF! hE ZY, 0) 
盛 立 即 可 。 
J Zs 记 
F, (Œœ) =sup/ i’, (G, p8) (2) -m (sA) er eG, Ca) I, 
ll 
Fae) eup 


| [mCsw) 一 m(sk) IG ,, (u— A) BE rd 
p” 


«Cre sup | jm(se+ sh} —m(sh) |dh 
Alatt 


ai) 
ACE reft), 
其 中 
e(t) =sup "| Imesh + sh) — m sk) idk, 
az] tellt 
使 用 定理 中 i) 的 条 性 ， ASHES HIE AF RE- Ki +50, kt E B, 有 
lime(#} 三 分 。 
gic rt) =e) er”, 
Q = WER, —1/2<a<q1/2, Ij Sn}, 
以 及 CQ H QR OIR PLEI M 
f LF O OOL 
trici Gg 
< 人 AT 一 24 f-»co, 
因 了 此， 为 证 人 .14 式 对 任 一 了 = ete oe 2, ke), A 
证 明 


| [F, (@) ]*da—>D, 24 i-e, (6.15) 
[triglae 


HEAT 
Fe up: T, (G, p67) (2) | + hmle! ipto) l 
s$} 


以 及 
furmas | Grp (2) [Pde =| ole |) | ?dd 当 i-o, 
因此 , 为 证 舍 ,15) 式 , 也 只 需 证 明 


1 — r .— a 


tT Ma 


166 在 Fourier 分 析 的 中 应 用 [第 3 译 
Lima] ere SAP! Ts (Gepe) (2) [Pde =0, 
(6.18) 
RR—ve Y (CR), TE FR 
Supp ¥c due R”, (e—Al <=) /2}, 
Li 
aD =1, 2% Ju- kl <1/4, 

Ail LAS ELA Fourier 变换 性 质 , 不 难 验 证 等 式 

了 Be 人 = (CLP) «(G77 ] (a, 3 ted, 
因此 , 如 记 

Qua = WER I <0 (97+1)2”, Lajan 
qE Z", vEZ, 

则 当 #4 时 ,有 


f, tr) a'o ET* (G, petri) (a) ] Pde 
>) sup C2" ¢G,,, 67) (2) ]* 


pa tritio «£6 Gow 


= $ sup ‘SupL CT (Gs, pe) ] (29). 


ra tr(loe #6 Gay 


sup >) sup your [CPP @—y i?) 


vetr(hO reGoe Eg" s>) 


(880, |Gern (9) I?) 


= a SOP Irae]? 2, Sup sup | CT) 1? 


qe Bt ve Ba. inf tj o> EO 


= 2 ee G2? E sup Sup I(T.) Cy) i 


derving |” wim g O 
+ È sup Ge]? © sup sup MT OC) 1? 
veg ve" 2h VEO 
yh tafri tig 
AVE, 十 Zn, 


注意 到 supp TC BO, 1/2), HFM 6.3 可 得 
> sup sup | CD) SE ka 


DEn ari feo 


<0 $ sup D ajep | TW lay 


reg? a> 


3 6) TA? AGS re ee lit 
<0 Batre Sf [T wl ray 


<O | LT (y)]"dy<C |i bean. 
因此 ， 
BC E sup Go in 


ak reta VE 
注意 到 supp Gapa BO, 1/D) cB, 工 /4)， 仍 使 用 引 理 6.3 于 上 
式 右 端 , 可 得 
EC SSH j Geo rdy 


gtr 


<C B delet [Gio rdy 


t&d frtt 


+0 Ð (1+ tI) © f Gsp Cy) | ?dy 


re} WIT serving” Or 


0 | Os | Lec pà 人工 十 | 上 2 


& y tv rte 
+0 Í [Gun (9) Pay 
[i vroe ]° 
<o/avre of i Gi) jrde, 
lelie Yt 
因此 ， 
limz, =0, 
tro 
其 次 ,如 使 用 引 理 6.3, 同样 可 得 
> veo? | G49 (CW [PSC] Gs ol bam’, 
gerro 
由 此 推出 
ESC 之 sup EPHE)» 


pkivr (ta 


Al» CTER WK ERAT A E AT OTR M fG 
limd, = Q., 
f 


FA, D 的 结论 成 立 。 


SHEE EE Hp -h -7 r + 


458 在 Fourier SARA [eo 
i) mý BP (TT) ERK, Bmec(R\O}>. ME 
JEER), f RARER, H Ogsupp f. WA, HH—s>0, 
m{(s-JFC-) ECR). A, 
(Tf) (2) = limé" a miisk) f (th) gree 
由 此 推出 
sap) (TY ep i Te) 


一 sup lim Ta (Fe) {te} ie 
>i =+ 


i 


= Up limi" | Toi (J: ia (tx } PP (le), 


ao (th t 


其 中 六 人) eF wD. Bit, A Fatou 引 理 便 得 
f ITA rde 


E | sup lim PIP a(i) GE) | ?Ro (tt) ds 


Re" sO E= + 


<| liminf sup é"| 2s. (fep) Ctr) |? 29 (ta) de 
= 1) 


Bett 一品 + E 


<lim inff PIG) CHIT q(t) de 
i—i n 


=liminf| HE Fap) CÒ] Pde 
taij vu 
<i tim inf ERRETES =C} Fj eer. 


上 上 式 最 后 … 上 消 用 到 了 引 理 6.4, BG, ERB (RP Fourier 
ARR RRS RA, BER RAE ARAANSH Reh 
eR) HATE, EPER HmAH RS LRT. RE, 
DAZ ERE, 

注 6.2 4 p>l 时 ,类似 于 定理 8.3 的 结果 是 由 QO. E. Ke- 
nig, P. Ton“sTRTIT] 得 到 的 ， fA [KTI] 的 万 法 是 基于 二? 为 一 
Banach 空间 这 一 事实 , 完全 不 同 于 定理 6.3 的 证 法 ， 

作为 定理 6.3 的 应 用 ， 六 建立 极 太 Bochner-Riesz 平均 的 
Ae Le 的 有 界 性 。 如 以 定理 和 .3 和 定理 8.3 分 别人 代替 定理 6.1 
各 定理 5.4 并 依 推 论 6.] 的 证 法 ,可 得 如 下 结论 。 | 


e DR 
rr - -r= r'r æ - iaa 
~ panir iri. ar -F mr ir ae = m-r 


§5) FY? FEAF Be ELE 15+ 


如 记 
USSF) (2) = sup Ki D Of 
刚 存 症 一 与 了 无 关 的 常数 0 PETE 


SRF Era SO [T ler 


EHS 3c hk 


$1 定理 1.1 BHII ESS M. H. Taibleson, G. Weiss[TW1] H, PAS 
H? SMR Cee EE l1 PENRY Lia ae Hp oo) Lk, 

82 M. H. Taibleson, G. WeissL TW1] 原 交 由 只 给 出 了 定理 2.3 eEG, Pee 
理 3.2 的 条 什 下 LTW11 的 证 明 可 所 简 术 为 现 古 徇 形式 ， ARE THRE PRE A 
Beit siti, Fiat. oy Wl A. Miyachif Mil}, 

83 定理 $3.1 Buis BAF M. H. Taibleson, G. Weiss[T WL, 

§4 ÆW 4.1L. af 6-Calderéu-Zygmund Bf TP ihe it, AE J. Alvarez, M. 
Miltman[AMT11t 建 立 的 。 定 理 业 .2 得 定理 4.3 PAE LLG, Seed 
E., Fefferman, F. Soria FSol idagi XJA ELLU eee 了 .4 ap Bp tcp 
1 情形 中 去 。 室 理 4.7 AAR TOC. Fefferman, E. M, Stein[FS1), Rb 4.8 Je 
> J. Alvarez, M. Milima AML 18), (eet R ek pes pl, thank, Hits 
对 P= Po FL, hg 

§5 定理 5.271 引 理 5.1 蚌 属于 E,M. Stein, M. H. Taibleson, G. Weiss[ ST 
Wiis. €% 5.4 [Rte P., Sj6lin(Sji] HE. M. Stein, M, H. Taibleson, G. W 
tigsLSTW1] 得 到 ， 定 理 5.5 ERTAN Liu] 的 。 命 题 5.3 和 定理 5.6 是 属于 陆 
善 镇 LLw3] 的 。 对 于 任意 的 正 实 数 k 郑 学 安 [Zhe11 得 到 了 一 个 类 似 于 命题 5.2 结论 
BIg. EED. 时 局 于 刘 划 平 , 陆 善 镇 LLILT] 的 。 引 理 5.,5 的 结论 当 J 一 上 时 是 中 
SORT, ih Fal ee, 

86 定理 8. 和 宅 理 5.3 是 属于 站 知 新 [Liu1] 的 ， 引 理 6.3 是 属于 C. Feffer- 
man, E. M. Stein [PS*] (ry, (SMR Miksa Sea A. Miyachi [Mil] 中 的 方法 。 
定理 #.3 Fe KY E, BE Sql Liubi, 


arama á er er Lr . TA = rl a 


第 4 


FE TERE HES 


ZELAI TEG E TE BE BR BS ASE? 空间 (P< poo) 中 
开展 研究 的 。 这 些 空 间 的 共同 性 质 Fa OR SATE Miya SF 1] —— E 
月 十 分 重要 的 作用 。 由 于 Ae sh (<p<1l) 不 是 线性 赋 范 空 
间 ， 因 表 许 多 处 理 经 典 通 近 疝 题 时 所 使 用 的 方法 在 此 时 已 经 矢 
效 。 直 到 七 十 年 代 末 期 , @ Hr 空间 中 的 通 近 理论 才 布 所 进展 , 特 
Bide E. Storozhenko [Sto 1] Aaa kes APD) 空间 
(0< pl) P= 74 Siu MET TASES, Sl 
了 一 系列 平行 十 上 上 玉 P 主 了) 情形 的 结果。 但 是 ，[Bio 1. 所 使 用 的 
方法 严重 依赖 于 复 互 ? 琐 数 的 解 术 性 质 ， 因 而 很 难 推广 到 高 维 请 
1G, Bek Bon 匡 ? 空间 的 实 变 是 论 己 较 完 素 地 建立 起 来 了 ， 肖 然 
可 以 设想 用 实 变 方法 玉 研 究 A? 空间 上 的 返 近 问题 ， 这 便 是 木 童 
的 条 号 。 

从 本 壮 的 内 容 可 以 看 出 ，Fefferman_Stein 的 He Ap 论 
ait Corfman-—Latter—-Taibleson-Weiss At) H” Ja 4} RER 4} T Ar 
PPS tS SE ve FE OT Ee a a PR, 特别 地 ， 
H? 空间 上 的 滋 子 理论 起 了 重要 的 作用 。 Ms, ANETE 
论 于 通 近 回 题 的 思想 来 源 于 H. S. Sharpiro [Sh]], 
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如 所 周知 ,长 i ee BUR Ee RU- ERS EER 
JEEP BED SAREE. AP, ES) ua ye Ae 
Sela) Pe ee, 为 此 ， 先 给 出 若干 必要 的 记号 。 设 


HH me ees pe a 


RiT KET oa 
fe i (R*), Ucp, f te Br Riesz 导数 Le f ny A Ps X% 


KE Shs 
(Lo fy A(x) = Je fw), 
同时 ,由 此 而 产生 > 的 一 类 子 空间 eee, 
Hee(R) = (FEHR) Te fe Ae RY, 
mew 1.1 设 o>0, é>0, O< pmo, UR fFE HR), F 
ay Oo By is 72 be Pb ta 
KF, tae= ink (lf gaet El ga. 


注 1.1 CSA aP g MA eo DOR Psi) Ape 
= {gE Hefei iege HRALI (RA, bac. E 
REM gE Hee, Weel’, Aiege Hr, (Ao 2 iigkns.4 
I uEW haga Plage HPCL, Hi PA Poisson 核 , WR Py) 
=y PP (ry). Bilt, oy ak 
[eP ag) ]* (#7) = Pita). (Pegi æ) 
a Er-3z21z] (Tog) (2), 
可 知 e (Peg) =Pyeioge APL) BERS 2 任命 题 3.4 的 
UF AY cp c fib 
Lg- Pyrgus + Tog- PE glzs+0, 3 yb, 
LET THY Fa RE EAE. 
RT Le MA AER, BP SL BEA PE Be 
mall trao>0, i>0, HU< pen, 
CG) 4 fe Weck, iy 
K lfs H) pre LF laa 
GD 若 fi. F7.€ HACR”), Di 
Rt fos Dazed E E Dart” t K fay Oar”; 
Gu) #9 fe Hck), W 
am Kolf, È) ss = Oy 
Civ) at FE H*(R"), HO<a<o,, WEE H St 无 关 的 
常数 CC, 使 得 


EE Fe Ld 
' viper ee Piel La a a a he rei. Ts 


162 (om erage [wae 
KF, Dae Ci K,_, (fF, Bae. 

证 明 hali a De, FE $H CID 

的 证 明 。 设 JE APR), 2 Kees. Ha 
Lim |f- Pye fll ae =U, (1.1) 
其 次 , 容易 验证 mtz) = fa joe te! ae ee ay Miblin iett Calas 
3 (2.030). AE, 由 等 式 
pie (Parfit æ) = [2 7608 af ) (we), 

din 3 章 定理 2.2, 便 得 到 (Pf) 6 PCR), 这 一 事实 

ACADA HEE UD Bie. BA Cv) ee A, BEE RESIS 
i Aa: 去 完成 。 

_/ YR ff CED AS Ae AH, 六 记功 被 用 来 衡量 He 空间 中 改 
QR BiLRESB SH. BR, REAPER 
k pr He 连续 模 Ol, Oa» 的 定义 出 下 


AtA Ww: 
uae Kk SEEE 
Ou fs One = Sup [D(C + fu) lar 
其 中 EN。 50=kENH, Kw AVS, Dae W ERTER RM 
Ont, Dine 有 着 等 价 的 关系 。 
命题 1.2 BekeN, WHE-BRA= AM, p, k), TH 
A Kalf, Darul fy Oyo ct AK fs One, 
Cir 28 FS EB A HE EP A 8 ES ak 


$2 H? #8745 Jackson 型 不 等 式 


回忆 一 下 , 在 第 3 章 $2 中 画 数 m%EL™(R") 被 称 为 HR) E 
的 有 办 Fourier wya H? ET, 是 指 由 等 式 

(M f)4 (2) = m(x) f(@), FE HPL 
. ERMA AR) 上 的 有 界 算 子 ， 下面 ， 将 研 
完 一 类 特殊 的 五 > sey, 


321 H” 沙子 与 Jacksor. 41-32 sh t63 

2.1 Hemel (R), ABFA 

CM FI mR) = mar) f(z), FE HPN? (2.1 
Brae MA SE Up ao 可 以 扩充 为 A(R") bMS OK, 
且 其 范 数 关于 是 -一致 有 界 的 , 则 称 辣 人 ?为 齐 性 A? RT, 

林 难 看 出 ， 太 于 临界 阶 的 Bochner-Riesz $i, JO% Abel- 
Poisson 平均 等 条 干 基本 算 子 ,都 是 由 茶 个 相应 的 齐 性 二? se 
AE SSE TBF. HAT- -RAHE H” SSI ENE OTE 了 ， 
有 以 下 的 Jackson 型 量化 不 等 式 。 

定理 2.1 设 0<p<o0, o>), ma) AT A’ RT, UE 
{他 ,2E 守 0} 由 避 . 了 ) 式 所 定义 , 则 下 列 两 个 事实 等 价 ， 

i} | Mef- flharre<OK (fF, En 

hi) 一 1 为 齐 件 五 ? Het, 

Fp HO He Fok. 
证 明 HUE D1), ASE. 对 任 一 96E Ah’, A 
(Mig -DE = (mer) — 1} 9) 
= |æ} tm (ex) — 1} (T° (£) 
= eru(er) (Ieg)* (a). 
由 此 推出 
[lg — giur Cer i Teg| ze, (2.2) 
其 次 ,对 和 任 一 了 E °K"), 以 及 性 一 9E AiR), 有 
[MF J| ar SCM Cf -O} get | Mg- gla 
+ |F- glara 
注意 到 ma) 为 齐 性 A? Fe, A EAA (2.2) A 
[Mf — fCtlf— glar t E Egl a 
显然 , hk -AARS D Wie. 
再 证 Dei), HE — ge HP (R), AKG, OW MAB 
(Mg gg ge CK, (9, ©) ys Ce" jd gjasa 
.上 式 可 改写 成 
fe" (Mg -D lar EC ||Teg ia, 
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e (Mg -g^ (w) = er {m(ex) — 1} 92) 
=u Et) Ci (a) 
看 出 , 前 一 不 等 式 又 可 改写 成 
IU CET g) [eC] Tg | ges (2.3) 
其 中 算 子 族人 CO ,8g> 册 四 等 式 
(U.f)4 (2) =utes fin), FE HNI 
所 定义 。 如 果 能 够 证 明子 室 间 Te po A {I"g:9€ Hg" Hp 
猎 密 , 则 (2.3) 式 就 表明 ae We Ae Re. Alt, 为 证 iD, A 
需 证 明 Hp? fe We pee yt, g Triebel-Lizorkin 2% 
APs. 的 某 些 事实 (参见 [Tr 1]). 
HOU pcx, H- odsad, Ses. HELM Fa 
Fp ROY = {JE FRO Fila, 
Al a | (Mux D (+) [7344] ,< oo}, 
其 中 (Ou) neg F(R) He RO) 的 单位 分 解 ， 并 满足 下 列 三 个 
条 件 ; 

(1) supp Pac {EE R1/2<2"*) 2) <2}, 

(2) |g,(£)[2O>0, 4 3/5<27*!£[<5/3, 

(3) [Dpn(é) | <C,2°**!, ya Za, 

Mik -w<o<oo, 熟知 Riesz 导数 算 子 Te 为 Figo Fry 
TBR. bsp, F2 (R) = HeRR") (网 [Tr11)。 由 后 一 
ASHE. 当 FE ENE 时 ,有 

[Fi D lowe?) la 当 g=2 或 9。 
ine 
Tak D (pu*f), 
ir Ta(P， RY EW Fourier RFL Tri, p31]), 可 得 
lalia i È louefal?)” he 


\ Tn 


21 H? pj Jackson 型 不 等 式 105 
o m DEET 
= KS Pet Pri + Dy + rr) *f |?) le 
， en 1/3 
<C\( E lers] ) fe 
“Ol F reg 
EAR 
|F- folie = MCS Pee F- Fm) DA 
= HEL 


= | , | Put Pui tpr + Pus) af |?) Ye 
<C] ( p pafi) las 
其 中 =2 或 9= p, Ee, hirme E 
lim | 了 -fm rss0 4 G=2R p, 
为 此 ， 余 下 只 而 证 明 Pm Leo, WA Oe GE Wg, AIO Sn 
EHI, 但 由 We 的 定义 ， 又 只 需 证 明 gw€ HNL = Fn 


Fio 最 然 ; 后 者 又 等 价 于 fm 六 i535 站 六 ;5。 最 后 这 一 事实 的 证 用 
是 简单 的 。 事实, 当 4=2 或 94=w 时 ， 


| fr i -| { > (27 *6 | ee fm nef | 


<o $ (gree maseh | 


aO 2otm ttyl Filtre < co, 

SN. KE RELEE, 

hse wy Jackson 型 不 等 式 

[M,F flaesCK (Ff, Əz (2.4) 

WA PS ORE. ER Sap Ae (2.4) RIE 
于 检验 的 充分 条 件 ， 

定理 2.2 设 0U<p<%, o>0, ma) KA B eT, Eh 
be SR Ue > 0} ADRIEN EEE- d > 0, 使 得 下 列 两 


~~ mn a TH ma ru 有 ua n ani a Pl 


166 在 通 近 论 中 的 应用 [H 22k 
个 条 件 成 立 
(D) mæ i EC jeje, 4 e, <d; 
(2) 对 冬 一 EE Zt, O< la €p WI ROKR<d, 有 
| | Damit) drg OR Uso 
ha sloze 
R.D AJ o HP C ER A, H. 
Ct] +1, 3 Taipa, 
e=] 


1 L 
fn (5 -3)|+1, VU<pD<1, 
六 让 定理; 先 建立 一 个 引 章 。 
引 理 2.1 设 0<D<0， 浴 驶 (2) 满 呈 Hörmander 条 件 


S11 p Retain | (Demir) dest, aGZy, laj Skp 
Oa E r an R/faltel ae 


Hea Hh, m) BEE Mihlin 条 件 
sup (oft Dam(x)(<C, aE Zi, laj <hy, 
mig” 
则 me HTE H ET., 
证 明 ”事实 上 ; 引 理 的 结论 可 由 第 3 章 定 理 24.4 和 不 等 式 
Dim (en) | Ade = | ‘Dmop [dy 
ee tle) 由 一 
= J fies! 


| be 研习 | 中 | ack 


WBE. 
定理 2.2 的 证 明 fER—pe ¥, ti 
0, 4 rl =d 2, 
Po) -1 Me ty acd/4 
i e(o = [wl t{m(2)- LT Aik 
u(r) = pirul) + 1 — piru) Ad (r) +1262), 
Wor, AE u Ale LATTE A? ET. 
HT mio) 一 1 为 齐 性 H? eT, 并 注意 到 u) = (L— pte) 
[sr ima) 一 了, 故 为 证 ww BERR, AEM i-p) 
lal"? 为 齐 性 ORS. BORMAN. BEL, 由 不 等 式 


$2] Hr 3-7-5 Jackson Sh 187 
‘De (le j-2) | Cala Toi, ER {0}, (2.5) 
和 的 定义 不 难 验证 ei- pe) IL EE 
LAS Hf? RT. MM 为 齐 性 AP FET. 
对 于 ue) = w(t) fm 人 (人 一 1 rie, ARS. 省 
40% O< Red, A R2 ie] < RM, het 
Be ( [el] eima) — 139 = peer) = De ee) 
» 5 CrD 112 |70) Dm (o), 
teji jaia] 
EAMA), UA (2.5) A44 
Dal gl eim) 11) EC{ Es el 


,le | Dram) | 
肯 由 条 件 (2)， 可 得 
De jaime fila) — 1) 7de 


a 


oa {| a es 
OAT TB bel oe ft 


+e | 
Oe tin Ole F 2gig 


E Petree! | 
pH JE HE in 


æ 12 ia) | Dan (£) | az | 


‘Deu, (Œ) dex Cr 2 4 Oc R<ad, 


lenar 

当 Ried, HR/2< jc} <RW, |e: 24/2, Mm, pæ) =O. Bat, 

土 而 最 后 的 不 等 式 仍 然 成 立 。 从而， 出 引 理 2.1 TA we Ag 性 
H? ET, 定理 证 年 。 

作为 定理 2.2 的 一 个 简单 应 用 ， 下 面 来 考虑 大 于 临界 阶 的 
Bochner—Riesz 池子- 


k I 
mgr) = (1 — Ia), 0 aa 


注意 到 第 3 章 定理 5.4 COMA A LEM me) 为 一 齐 性 
HRF. Mab, PERE mo 满足 定理 2.2 的 条 件 。 因 此 ,由 
定理 2.2 直接 推 得 如 下 的 结果 。 


(O< p=), 


EEEE eee, rat a Pl rr ee 


ir 


在 远近 论 中 的 应 天 [第 4 总 


ws 、 ， nef 、 TAY 4 
推论 2.1 WO<p<t,o>"-"5-, Wm FEAR, fi 


[BRI - fle <OK( fs 5) 


其 中 Bf AS dR Eg 6 pr Bochner—Riesz 4], 


$3 H” Jet- j Bernstein 型 不 等 式 


本 节 的 主要 日 的 是 要 建立 再 ? 室 间 上 道 近 的 道 定理 
Bornstein WA Sah, Ap, ERIE — PS, 其 证 其 是 简单 
的 , 可 以 对 ,si| 使 用 归纳 法 来 完成 。 

引 理 3.1 mir) =u(g(@)), 其 中 ga) Aull) 分 别 在 
QCR AIOR AA AE RSET ES MAHE —a E Shae, 
4 


Dmx) = $ “ul gl) aeea, Oya m Dg (2) 
Dg (x), ye Britasak} 
其 中 Cysys 为 常数 。 
定理 3.1 设 0<n<oo00>0 mEL (RD), Hrm EFE 
两 个 条 件 ; 
G) mé -1l'ieABmin{l, |x|}; 
(D [Dm Ce)! 
<{7 4MO< fel<l, HIS al ips 
S] Bleje, Hle >1, Hla; kp 
ith BAB, 为 下 常数， 而 k, 如 定 再 2.2 中 记述 。 若 (M. e> 0 
HRUG DARE RG, URE H F. e 无 关 的 常 
aC, MET 
= K(f, Darc Mf — Flue (3.1) 
证 明 et CD) A (2) RE ma E Mibhlin 条 件 
sup 21 |Dam) | <C, a€ 24, Jal Sko. 
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PJs AFLE 2d aama AF A? RT. MERAT 
H aS £2 UR) At Heat pga, Wa tL pig (2 和 
Cit}, Rig 7 uk BAS .1) sre -JE HIF PL 成 立 妈 可， 为 此 ， 以 下 
BE fE HL, ERAM, f- FE HPP DY, W 
[Te (M AJA) = Jermer fe) 
_ ag, [EC m ES) yp aa te. 
=E miler) —1 {fracer) —1]) f(a} 
=e u(r}: (Af, f F) (r), 
其 中 wr) = |e |m (Œ) [m] AE ARTE e H ele) A 
RE s+, mpd, fe Le", = 
(ie (Mf) |g CEMT- flare. 
出 此 推出 
tf, Eja |A f- Flag pte |e CA, Alias 
SCM f —- Fjur. 
Ait, Abe GS DAR RAPER ule) 为 一 许 性 Pe Fey. RE 
HARE, (2), UR me LCR") ap ew EL R, 其 
ik: 
u(r) = cae! + a) 
并 六 pec) 一 1] 7? AS] 1, 可 得 
a 工 
|D Gone 
ay Sm (2) —jj7* , aoa [an (ee) De mia |, 
2 Lom pyk= 
AE COMO): 则 B 0< |e <1 BY, 15 
I? WO 二 wey 1)|<0. » HEA ~ tihe |g [xa E 
= el- on ral 
ie 2 ja | al if, 7 
[> TE. Ja) <02 Riele al 
<0. lel” on let 


~-— rp pe er pp rp ps ,pp Powe oe 


170 AE es HK SB EF. 
iR iE, 


[Dru |<] | Dee 
E OTE med) 


RO ae eee 


+C +, ar a~i Smal | ge | mole) 
ia | 


sO leje 
上 式 表明 az) 满 足 Mihlin feb. Mi, 由 引 理 21 Eau) 
一 许 性 Hr RF. SE 定理 证 毕 。 

下 面 ， 将 使 用 定理 2.2 和 定理 3.1 RRA STRAUS 
$ Jackson 刑 不 等 式 和 Bernstein 型 不 等 式 。 首先 ， SRR 
Bochner-Riosz 平均 Br, ee Ay ey FAEM: 

(Bet fy (a) = (L jij fiz), FE MeN Ls, 
Repo, 上 及 了 均 为 正 数 。 显 热 , Br 可 以 看 成 册 
me) = (1 æi)? 
按 (2.1) 式 所 定义 的 刁 子 算 子 族 。 如 利用 Bessel griot. M 
7p MERE WE m Ce) BOA FP SIE Bis 

(1) C,le{/*<i —m(2) <Czj2.7, 4 e| 1/2, 

(2) l-n) >l- (1-27), 3 |e] >1/2, 

(3) |Dem(2)!<C,{ajer'#!, 2% O< fz} <1/2,aE Zs, a0, 

(4) Vrms) | 

_f€,Jele"4!, 4 0< lef <i, aE Z3, a0, o> Ial, 
=| 0, 当 fal et 

推论 3.1 设 0<p<oo，g>0， ó>, Bm@H=-ad- 
jele) yak We 乘 子 ， 则 存 竹 一 与 了 ,无 关 的 正常 数 0， 使 
得 

CES, Darab S- Fler<CK,(f, Dae, BD 

证 明 HCO AI) Bik ma) BAS. H 

TEMS. ODARARK RSA Re, AGC. DAA ER, 4 
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两 种 情形 来 考虑 ， 首 先 , 当 6> 如 时 ， 由 品 (所 满足 的 性 质 (TD)、 
DRAHA, m) 满足 定理 3.1 的 条 件 。 由 此 可 知 (3.2) 式 的 
左 端 不 等 式 成 立 、 其 次 , HOS M, W NEN, WNS >ho 
因而 , 由 已 证 的 结果 得 
Kolf, Due<ON BE f - Far 
<Cf lB?f- fuer DBE f 


~ BHS hace IBS- Fla 


+ |B". Bee? CBP? fF — F) |i zz» 
| | 
CBr" f — fae. 
EAB PAAT mio) 为 齐 竹 A? ETa EB, 
现在 ,考虑 广义 Abel-Poisson 算 子 W?, 它 可 由 下 式 来 定义 ， 
CAT fA (@) = oF e, FERNE, a>0, 
最 然 , WF 可 以 看 成 由 
mR) = eI" o>0 
按 (2.1) 式 所 定义 的 有 屠 子 算 子 旋 。 TERE, no AE TIHEM: 
(a) elleje<l—m(@)<!ale, 4 Jal <I, 
(b) f-mCrjmi— e71, ¥ [a] ody 
(c) [Dane | 
i lejet 4 0e lelel, a€ Zr, ax0, 
Oy ig [read 当 le/>d, a€ Z3, 
如 使 用 性 质 ~e), MEREN m = e7 满足 定 理 
2.2 和 定理 3.1 欠条 和 症 。 出 此 推 得 如 下 的 辣 果 。 
推论 3.2 KRU<p<co, 旦 >0 出 存在 一 与 ft 无 关 的 常 
aC, tHe 
COK CF, Duc WFS- fle <OK, (fs Dar, 
fF .2) 式 的 应 用 ， 本 节 最 后 将 完成 命题 1.1(iv) 和 命题 
了 2 的 证 明 。 
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mm |Tv) aSieHA dic 
n -241 
p 


Lie 
-DD | 二 -|， 4 1< poo, 


Wi EM. Stein 前 经 典 结 果 Cal (Sti) 和 第 3 齐 定 理 5.5 可 知 ， 

当 6>6, K Me) = 1 [294 为 一 齐 性 BRT. WEB 

>O, ÆRE oo<e, me Ce) PAA PED G) AS) ay 
ly, (@)-1[<C jal, 4 [a] <1/2, 


, 40<p<l, 


ke 
Dem, (2) [=sC,le ce lal 4 O< le 1/2, aE Z4, a0, 
HERE mo (@) TG A ER 2. 2 A SA CHE A, TB me) = me (2), 
G=0p URd=1/2), 因此， 
| BTA 了 一 ETE OR E) ae, Fao, 
Hy ES A G. 2) A Ae tg A 7s SA 


Kets DaeSCKe.( Fs Dar Goce, (3.3) 
Mid 
u,(@) = 2— mM, (a), 
Wt) = p(w) d- je) - lele), 
Ei & 


u3(@) = [æ |a E) {mo C2) — 17}, 
Hp e> 0, pE F, SUPP pc {rE R*: |e, <2, H 
pæ) =l, 4 |r| 3/2, 
MAREE H a (4 =1, 2, BATE A? eT. Me bh, EHE 
Bi AM m) RAW O~() 以 及 引 理 2.1 直接 推 
得 ， 
HE, AEB AH o,>0, iB o= max {ai os 巷子 GE AS (RY), 
Hu 
[a fetes Beng (tx) — m2 (tp)} F(a) 
= #0 {2 — Mo (ED) mo (ix) [io [oe Tor f) 4 (a) 
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tr [eMe (tx) 
Wher, (iz) -i 


= BP ho ETY) - 


Moeltr) ~ ya 
mo, (tw) {Me (Ctr) 1} (I J) A (2) 


= p Tiu (te) tte Chit pats (te) [BIRI CHT) — ic f(s 
HF mll, 2, DARE A eT, x 
2X BLF f) — BY;? (BT; aF) € Hy ratos 
E Toeta 2 (Bie P) — BE CBIA A) |lae 
sO | Beye (i F) — IF| e 
Ct mE, nF, ane, 
Ait, WME AERA T JE aa] 
(BPEJ) — BY? (BEIR D) E Ht 
Wy 
Koes ls Wass |F BAD -BIr AD] jar 
+ fortes! fortes(2( BrP T) 
— Bi? (BrP 7] | ze 
< [BU EI F lage t Cit he dof, Dae, 
Est, Ate ip a d 1 Civ), H ia iE H 
|r? BI fila sCit ke Cit k, Oar. 
(UR AB CS. 2) AS 3) AEH: 
SEHN -EJ Fle SCK, (Bif f- f, i) ss 
CE (BEET — fs Dnr 
Cta (Bi? — P) as 
= Cie | Bie (17 f) —imfl as 
{Cin RK (fF, Dae 
SUE (Lf, Dae, 
ae Ai 1. Civ) hue PAE Se mm 
命题 1.2 的 证 明 ”首先 , 由 挫 论 3.1 和 定理 8.5 得 到 : 当 0> 
ô; 时 ,有 
下 (7 站 机 es 人 了 一 省 


174 AEA Te a A [S414 
得 L. Colzani 已 证 得 ( 见 [CoL 11) 
1 一 了 Ca 了 Og, 
A, 1.2 PA RE 
如 记 

Ais) = 3) D's) F@+ jh), 

出 
CMP A) = (L= ere F(x), 

Ait, 4 ge Hr (RO, 有 

(459) * (@) = (d. — 697") 89 (E) 

= [æL erine) (Trg) (2), 
mgr} = [a |r] 一 erime) 
T] 
IDem(n) | SCl A| rle] i, ae 24, 
Ritts i a eR 2.2 nama 为 HART, FFA mir By 
确定 的 乘 子 算 子 Tm 的 范 数 必 满 中 
[Tm] ECA 
tH ETE 
| 4i¢] eu [hI* | Ingle. 
对 FEHER, by bse 
[drsf lel {A —- D lart [digs wet 
<C {| f-glaet [AlE giget 

证 意 妈 上 上 上 式 对 任 一 9E HT (RR. BR, Ae 1 LE 
Lad 恒 朋 ,上 陈 已 赣 食 月 命题 了 2 中 右 喘 不 等 式 的 成 立 ， 


$4 A Bochner-Riesz 平均 的 通 近 


AHEM, 当 om d,= 2-852, O< p< mt, mæ) = (1~ 


RHEE RT. RZ. A 


` ee eee r 一 一 一 一 一 - 一 -一 


£4] ii Sty Bochner-Ricsz FHAR 175 
lim| Bif- flas =0 
Teo 


KARY. Pit AFRA Bochner-Ricss 平均 米 说 ,要 新 选择 
某 种 合适 的 尺度 六 来 代 蔡 los DARE TEN BR 
lim| Bh f — fi =0, 

然后 , E eh Ee SS EE, 

证 中 ,将 分 别 引进 两 种 这 样 的 尺度 。 首 先 , 选用 弱 He 空间 
FEC p, ©) (HX | lac. 作为 第 一 种 尺度 了 的 想法 是 很 自然 的 。 
Hi F H(p, oo, ROWE ME 

itp, œ, A= {FE P (RY: fREL(p, co, R}, 

EER Tee) AF iW Grand RA AR, E n=l bl, SONARA 
FEÆÉAOGLISR Ii]: 


tæ) =sap] { #@ pdi} / 


{{ lec) {des Te peno art, 
其 让 
Kn= {pE CoC) :supp 中 于 To dist(c， Ip) < | 了 1 。 
REER FOA UT EMER: 
fr@)= sup |f Oea], N>1/p, 


PEUS Ne yt 


Hop 


N+1 
i 


Lola= È Jeli 1p lat, 


以 及 J 为 同时 包含 AT, 的 最 小 区 间 。 下 面 的 结果 表明 ， 选择 
| es) 作为 蛤 界 阶 Bochner-Riesz 平均 的 收敛 尺度 是 合适 的 。 


定理 4.1 设 0<p<j， ô= 5-1, W 


LEST laip, oR O |F irg 
tE iE, A 
lim | BaF — Flag JE Hix), 


证 明 定型 后 一 部 分 结论 可 由 前 一 部 分 结论 依 常规 的 论证 得 


- re rn rr- rran rr -ar 
rm Brr mr ek n oie 


176 在 换 近 论 中 区 应 用 LHi 
到 , MB TB IA BAT WTI RERA 
|Bha | gow BC 
对 任 一 ( ps o [2-1 E RL, AMA, EER RA 
uE AY 
(Bia tr) aLr t+ le mn (4.1; 
EH a WE 
(i) sappa d = (ra—T, fat T), 
(it) lej (207, 
, _ fl 
ti id = 0, O= < -一 . 
GD [ew de 9 [5 | 
设 PEC5， 由 不 等 去 
| { Bia) ea <\BRa| lols 
<Ola| ofa 
Ži ith» 站 le —%9|<2r Hf, (DAR. LAT s | — a! > Zr, 
(Bha) (i) = (ax BR) Gs 
则 对 性 一 史 ECD， AS 
| Bre) oa 
= fa (r) {fera 2) padt} dr, 
如 证 
B(T) = | BLG- De O@dt= [B0 oc + udu, 
Wy ely LI AE Ci) as 


[Bia Opd 


由 上 式 .， 
BT; | T+ dy 


g4) 临界 阶 Bochner-Riesz THEE 177 
EA Fe 
om ff" | pO (aw) lawe [J] ps 
aaa 
| (Bi ovo <O, Hiipu] ae Cr enslar. 
ith, 24 [Jel = 2- gal /2 时 ;有 
| (BLD Opad zo To! * gl ala] on 
<U!a -eol Lon, 
但 当 id,'<le-ay[/2mH, a 3 (5.4) A Re [(d- 
+ [731° 4% 
sup! (Bpa) C) (EO (r+ jt n 
内 此 也 得 
Bs) Wo ds| <0 s-e “| ply, 
PA 人 fe Fe uk 
, jit He se et wz a FEO Bochner-Riesz 3% H3 H PE AY 


rt 3 3j jh 5 eK 


定理 4.2 设 fe H(R), 0<p<l, Roy 1, Wi 


BEF flaw SOK f, =) ae. 


TEIH EHZ H 先 建 立 两 个 引 理 。 
引 理 4.4 jeO<cpxl, 6>0, UE aa) — e d = 《一 入 


nyt ry WKS p, [— EF. ma 


AG) = | ' a(xde, 


则 | 
LACH- (BRA) G) | 


[cir wR 当 [tay] <4r, 
CIPR] v0)) 1 4 [tal Ber, 


178 FEMS De A L#Ak 
证 明 出 等 式 
(BRA) CD = [(1- BEY’ A edy 
=z" r (ð +1) a (+- Prins des 
推出 
AC — (BRA) (| 
<c | fao -a(t p Oe au, 
出 此 证 得 
A) — (BEA) | 
<cici- f Pa Tag) duly, 


如 使 用 Bessel pi Sr fg H Ur ee i 
J(u} = Ou), uO, 


以 政 
1 1 
a -1/2 _ + 一 
daU) ZC at cos| > a+ 5) |, U-® O92, 
wh a 
f, arera ©) de <C min (1, 71°), (4.2) 


考虑 以 下 两 种 请 形 。 当 上 -mm[<47r 时 ,将 工 写成 
, 1 . 1 
I= TU TA{y: t-al <x Ug l-og 
HE E (4.2) SRA 
JAH — (BRD Œ | 
<Clel df wtf Rj-yD ay} 
«Oj ITAR, 
Stag! 24 rg, MEDREK [ty] >it — 21/2, 
则 得 
A ~ (BA) (Ð [Cal -| CRIt-y) dy 
CT RI 2), 
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国 此 , 3 Bik E, 

3172 4.2 te O< p<, G= s 一 工 Ra 为 任 一 ( Bs > 
| 原子 。 如 时 


A(z) = | acide, 


wd ) 
LERA -= All aripa OR 


FPR OC Ha, RG. 

证 册 证 supp ai= Cro Y, rot), vt 大 al | | ile) 
Bà p coy [a IJ) RF. Aik HR 4.1 Ae 
Shor a/R ERS. A, & FA ER 

(ip A-A F@) SCR rt |e- wl) roll RX, 

(4.35) 
FP ils 分 三 种 情形 来 考虑 ， 
Gj) r>i/ kh, Bja-ag(<8r; 
(ii; r>1/R, -zri S87, H [J,i<iv—x,'/2, 


yif 本 请 形 (i) y 
[Bed O-A@e@ab=(f S en, 
MA RP PLAS OS AO EE, 则 得 
[KEDD - A} oa | 
SOR (r+ [e-s pln, 
中 此 ,和 . 罗 趟 成 立 。 
对 于 情形 (iD, 注意 到 [t-m >22 /204 tE supp p), 
“山川 理 4.1 也 得 


(BD WD - AW} pat 


<Or`V» | (RI ml) -Vel p(t) | dé 


180 EEE E [eae 
C je sty PROCR) ipl 
ECRI (G+ [e e VP | pin, 
FAW, (4.3) RAER, 
对 于 情形 (iii， 
REDO - AWD} od 
= [AD (| Bau) (yl +7) - 9@) du ae 
= {A@ (| Bice) je (> + r) — p(t) Jav)ar 
Al 4(De(nDdr， 
其 中 
a(x) = [Rop (Z +2)-9@ far, 
由 原子 (2 | CAC) ARS EE OT BE 
[A (We(tdr= [A (tT) BD!) (a9 + (1-8)}1) Cree. dr, 
其 中 1=[5 -1|+1, 且 0<6<1. 但 由 等 式 i 
on00= [Bcf oo (grt) -on 


= [par ES | ， itv dy ds 


推出 
IET E) J joorn ga | | Hite) dv Jas, 
ai 
J,={sE /,: Ris -H< Bh, 
LAR 


v 3 = FoF iy 
Wt Hey (4. 2) SRY 4 


f, 


™ x 
| P(o) dy lds 


84] aS? by Bochuer-Riesz WHAM E BL 
=C ( Rois | [BR(s 一 有 dsj 
fr 


SORTI, 
EHE, 
DO) LOR Mp], OR phy. 
Mm N= t+, Ei 
: [A (TIP(t dt 


i 
t 


LORI iA] phy, 


+ 


Be, LAA eG (4.3) eae, SAE, 
定理 4.2 的 证 明 gige He) gn yee, 由 定理 4.1 得 
BRS- Flea’ SCF 9! ae + IBRI- gate). 
ETIE. SBE HE A 
[Bag— Gla.) SCR | ig las, (4,4) 
其 中 ge HP, 则 定理 的 证 明 便 千 完 成 。 


为 此 ， Be (ig (2) =$ hudu (2) y 其 中 每 一 加 为 ( P; Oy, 


P 
inf (Bh |®) = | gine, 
不 难看 出 
ga) = D) mAr), 
其 中 


4u(o) =|" an(Bdt， 


-` 


EE eSB a SI CASS 8 5.1) 利 引 理 4.2 fe 
fei (4.4K, 
jad gl Eres.) = sup s?liei( Big -— Rr) >s} | 


aun 8?| {eS Ay (Bhd Aosa) > 8} | 
a> [] i 
CAR? (T he a) 
k 
A IE, 定理 证 毕 。 


182 在 召开 论 中 的 应 玫 LAA 
直面 ,将 对 T" 上 的 临界 阶 Bochner-Riesz 平均 引进 第 二 种 收 
UFR BE, 
定理 4.3 设 fe HT), O<p<l, 以 及 6= 2 -TER 
HONEA FE T 上 的 临界 阶 Bochner~Riesz $3), ER 


(St A@= D 1-1 oa Dem 


i) 
suplan ISS Fesi y” SC| F far. 
特别 地 ,有 有 
lim og EiS f- fi po 


其 中 Cwm( 力 为 了 的 Fourior AA, WMC AF WK. 

在 证 有 明定 理 之 前 ;回忆 一 下 ;定义 在 了 "上 的 钞 数 4(2) 称 为 中 
心 在 zo 处 的 (pp，oo，5) 原 子 , 起 指 它 满足 下 列 三 个 条 件 s 

C1) suppa fay t Q'*cB(axg, b) = {a: |r- rol <p, 

(2) |a| pcr |B (te 6) |, 


(3) | on 2) (w@-ag}*de=0, jn] <3, 
Hep xg st Q'= fagt aire Qs), UA 


GQ = las (tjp +, a)i eazy 2, LS jen}, 


命题 4.1 设 0<2p<l d=" "3", UR ala) Epi 


1. 、 
在 原点 的 ( p， oo [a (1) ET MF PLR ARTE I. 
| (Sta) (2) |0, (4.5) 
| (S30) (2) <O (rb) "2e |2, 3 CEQABO, 26), (4.6) 
以 及 
| (Sta) (P) | CCD) e w|, YE QYBO, 2B), (4.7) 
其 中 
suppa N QO" BO, 6), =n- p), 
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_ i _nf 上- 
人 
BRACI rea BK, 
证 明 注意 到 5> (a —J) /2, h Poisson RAMARI 
SDE = | ow) J pl-@+2am—y)dy, 
其 中 pi p) = rp? (re), ELE 
wp? (x) = (QR) |. (1 — [E]*)4et dE, 
由 此 推出 


[(S2a) @)i< |e] em E lpt (2+ 2am—y) dy 


r OF megh 
' 昌 
<< lal rerni p |era 
= 


FA it, (4.5 SN aR, 
BecEQ HO, 22。 注意 到 第 8 童 $5 已 指出 人 Er H 
eap(d + fap? Dem? ayia’, 
ak H” 
由 此 可 得 | 
[Sa) æ sajen Dy, | Pele + 2am- y) [dy 


<08 | T girle + Irm- yD"? dy 


Alost} meg 
Co PC IT ,tom "BO, b)i 
mE a 
OCD ml, 
天 此, (LOIR. 
aa’ ar ` 5 i 
Wit PO) H grl 2am-g) KFIN | a51] w 
Taylor mA, M ARF @ BA eR H 


2 (a+ 2am- dy | 
OLA rm ~ y dy 


= ia] roc. 


a OAL 
Bita pł læt 2am-y) — Py) [dy 


一 一 


nr 


14 SE Ui Pay eA [H1 
-a " P G -1) j+1 
EC fan etry ~ F 
-(rja+2am—6,y |)? dy, 
其 中 U0< 9m<1。 再 注意 到 EQ BO, 26), 由 上 式 便 得 
è -- 
Pan ACY) Pi, +2 am — y)dy 


aC (rb) [e Got) J 43-9 G) letami A, 
由 此 可 推 得 (4.7) 式 ,命题 证 毕 . 
出 eT") 的 原子 分 解 结构 定理 ， 定 理 和 .3 的 结论 可 由 如 下 
的 命题 直接 维 出 . 


命题 4.2 Wo<p<i, 6= 2-8 以 及 a 为 任 一 (p,%% 


"(1)] ) 原 子 ,出 


sup | TH) [Salg , Sf <0, 


与 RK. 
正明 “首先 正明 不 等 | 
aP TEA a |, 1Sa? of <0 (4.8) 
对 任 一 ( ps coy [ (2-1) RF a 成 立 ， 不妨 疫 原子 4 的 中 必 


在 原点 ， 并 考虑 两 种 情形 。 当 b> 时 ， 其 中 5 为 a 的 支 集 球 的 
半径 ,由 不 等 式 
Soalg<OlSaly< Olals<C 


合 看 出 (4.8) 式 成 立 。 以 下 设 0<3< er 
Ssols={ | (Sta) (2) feds 


Bib} 


| (570) (a) dz 


| po 
dlit Ta, 
Mi] ph C4. 5) 式 ， (4. 合式， 以 及 (4.7) 式 分 别 得 
Ty<c, " 9) 


rl ` - ae -a ee -a rT A 
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£,<C(7r6)~*|logé|, (4.10) 
i 
F,<0(rb)* flog 8], (4.11) 
JAG, H ow, 
1 (*, dr 
T R hi | Sse y24 gO + Tog A f, Ii 


7A it Th ER ig 2 St IE 
ie Ree, e< Rabo, UR bR, 
4 l< Ree 时 ,由 (和 .11) 式 得 


a RF -7 
‘Ge DS <0 b” log b| F<, 
当 e< Ahab 时 ， AAA 
R’ —] 
2S Obs jRO- 1 
wa), 1, 2_<cb ‘Neg ba 


1 
a 
<i R OF) oey 
SOR)’ [logtR]| + (bi) 4} 
«aC, 
当 p< R Ht, = soi 
"A dr oy, dr 
log RJ. 7? r =FR r 
i fF dr 
—_— fra! k 


{C + ce Kt? cent 
Bu 


ob logò] fë relay 


=O i tog A b- 


ad, 
因此 , (4.3) 式 成 立 ， 
对 性 一 p, O<p<l, 必 存 在 一 1E Ns 使 得 p>-”] 7， TF 
Wie 标 J = Ciis e's Fads 其 中 OM, TEPE PEEN Fe REFS 
年 指标 J 的 Riesz 变换 A, 如 下 ， pg hep ae 


186 TEE rie RRA [Aig 


BB) i) on om, 
APA 名 =0 时 ， 因 子 -Emflm| 以 1 代替 ， 依 类 似 于 R 的 情 
13, WEAVER CAL SS 3 ery] 6.2) 
[BF ecg SC] F arg (4.12) 
All 
上 ro 全 | RF lees, 当 FEMR(TOAN LTS, 
(4.13) 
PAE, ary Bete aT py (4 SK, (IDA, 以 及 (4.13) 式 推 得 


dr 


1 
sup Tog R j iot r a |i 


<0 E up ya | Rs) (3-5 


H>1 


=C 27 su siray ar 


P Jor mali 
<O SI Ral, 
Cathe 
=, 
fy aU AB 
je BH 4.3 Ei ae HA, SP Ep Bochnor-Riesz 平均 Sf, 
HETE aE 


_ +t 2 » St = 
ing fi 了 一 了 0. 


Fi 将 进一步 给 出 这 种 收 伍 的 量化 估计 ， 


定理 4.4 BO<p<i, Bas h-r ESET), 


列 


1 "| a t f. dr 
fox al [St 了 


1 
CK f, tog R ) ， 
SPR RA pn AR, 


$al Miir Bochner-Riesz 平均 的 遂 近 Age 

在 证 明和 定理 之 前 , 先 建 立 一 个 辅助 引 理 。 

引 理 4.3 ees fle>0, # fe He 
(T), Wi 

PISES Pee ST SOIS ibe, 

MPH AC OS pine HH 

证 明 SER area d.a 的 证 明 , UR i AE A eh 

| | Sea |? he se 


对 任 一 ( p, co | n (5-1) AT o R. RMT a p 
在 原点 , 且 supp ac-B(0, d), 
Szal faa | (Sta) @) | de 


ipta) 


| | (Sa) (a) [ede 
. QAB 2d) 


Adi +s, 
HH (4.5) ~(4. ABE 
i y= 
A 
4,0 (rd) * lopd], 41, 2, 
Ep Bp =a(p-1)<0, iG 


aef [egde 


Pi, <C(rd)* \log d|, ASAs 
HAR 8 i A O< Be, “ 


| 下 a aC + F d. 


H ETE B 


aC, 


z plte 


引 理 证 毕 。 
定理 4.4 的 证 明 设 了 EH?(TD, UR ge HPT), W 


e Or ee PE ftir eee - 


18s JET ie Aa Lai 


1 R F # dr 
Tor), Sf -fl 


1 fF gs dr 
oo E S EAT. 
+F- ole 十 rk); | Seg 


dr | HT 
-g |r h SCF- gine 


dr 
7 


t * & iz 
+ IS? g- gli» = 
上 和 式 最 后 一 步 用 到 了 定理 4.3. Rt, 为 证 定理 , AE 


『 gè » dr OF Fig 、 
i | r 9-9 la os | glyo, (4.14; 
MR—PpeCe A"), WE 


ao) = l, / 
i = 15) 3 |z| s1/2, 
此 时 ， 

(S29) @-IHe > {( 1- Anj y p i} 


EE” 


‘9 (ec) etme 
La A 


{e (Pew 
s BT) | mi pne 


mE g” 
tr $ w (I ak 
megn NF yi + i 
[m| Om) et, 


其 中 

m) = jejd- [eD -pas 
bi F 
i ww) = [s -eoe  ，- 
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因此 , We MEP AT Use 为 
UDO D (Tommer, j=1, 2, 

my 

(529) (a) — g U7, 19) @) 

HOU [SED -To @), 

不 难 验 证 由 M u 满足 引 埋 2.1 中 的 Mihlin 条 件 。 因此， 名 和 
m FH: (RART. WA Ana —)a us (2) ar He 
HeRR) 乘 子 。 由 笋 3 章 定 理 6.T 便 得 

[Css 人 (gmsa] 
为 齐 性 ACP) Fe. HHE 

Pig >» dr 

| 183 9- gii 


"R 
<0 [Tage t SADIR SF; 


<C [Ile t [ISAD Ike S71 
Cllig|i 

上 式 最 后 一 步 用 到 了 引 理 4,3。 因 此 , (4.14) 式 成 立 , 定理 证 毕 ， 

不 难看 出 ， 定 理 4.3 前 证 明 严 重 恢 赖 于 临界 ir Bochner- 
Riesz 平均 之 核 KIRE., BE 当 p =] 时, ee LCR, A 
此 , 产生 这 样 的 问题 ， 定理 和 于 .3 的 第 论 当 P=1 时 是 否 成 六? 下 面 
就 m=1 的 情形 给 出 了 肯定 的 答案 。 应 当 指 出 ; Snes lat, AH 
Bochner-Riess Wy R Ay Fourier 部 分 和 了。 

定理 4.5 AEM TT), m 


& Su Fila Fim 
SP loo (R+1) k=l <Clila, 


特别 地 ,有 
tim piy IS/ Sl oo, 


He toe (HE +j 
Hop fe F Epari 级 数 的 严防 部 分 和 。 


“190 在 逼近 这 由 的 应 用 [第 4 意 
在 证 明定 理 之 前 ， 先 建立 一 个 关于 部 分 和 算 子 在 源 子 上 的 苍 
Heit. 
引 理 4.4 tea 为 性 一 人 oo, OF, H suppecB=(-8, 
b), wh 
[Sreli a(k) | ilogb] +0, 
Fre aC Ape 无 天 。 
证 明 ”如 记 De 为 Dirichlet x, il 
a 1 
[Sra hs ar i= t fan t | ,, a (Dyra) (=) [de 
AA; +da + Az, 
Ep Ta f-r+2b, r-26), H Schwartz 7E a ia 
A,<** Sahat MP jaso, 


EE 
AsO, 
HER, HF CD, *a) (æ) 与 量 


(Dina) (x) = | SDE C =D acy) “8 ay 
相差 of 和 (关于 e 为 一 致 ), 故 不 妨 认 为 


dæ 
— | $ 
Ms DRDO 


sin (x-y) | 
<| fiaa rem) goy wy da, 
如 记 了 1 = I\2 B, 以 及 T= EE +T) NB, 3 
in kta = 
saf, |f, IEP aw 
yi (yy 
+ ¥4(¥) + hay fae 


< | -am Sin a9) a(y)dy| dz 


f Ege 


{2 +(¥) + ~- ha(g)dy| de A Aa; + Ass, 
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不 难看 出 


Ay, < alk) i Slack) | llog 6), 
以 及 
Anse] al |v sin E(w- ay| Taer 
=. pm 
sC >>| ys [alr 
1 <= bp mh 

=C | sae ET >à (Ger) dex, 

AE, 引 理 证 年 ， 
定理 4,.5 的 证 明 ”为 证 定理 , ACT) de T Ao ee 

il 4.2 的 证 法 知 , 内 需 证 明 不 等 式 


sup 1 5 Seah 
| REN lor (R+1) i 
对 尾 一 全 ，oo, DET a Mir, 
WP im REN, HA 4.4 73 
1 [Sn al 
lee (Rey È 
1@¢k) | [log 6| 
ry A +o. 
AMT LA el, ES BAPE. Wat, 42a 
Reb Bt, B PRACE 2 Be (8.2) She UE BAD 
late) ladak b 


=C (4.15) 


便 得 
1 | flog b| 
log (#+1) i Ki 
< C o S b log b| 
log (R+1) mR”: 
_ FF L Clog R 
= prt POE Rp t lop R11) EE 
<C, 
st, 当 R> pt, wy Hardy RER 


499 ToBI eA Le idt 


可 得 
1 Jacky! [oe] 
log (#+1) 4 > 
log (a7 i) z [ack) Leo, 
“log (R+1Lly Ak 
因此 , (GIDARI EREE, 
下 面 ,将 对 定理 4.5 pA SE SE AS HE PE BE 2 BY HE BE Be 
出 这 种 收敛 性 的 量化 合计 。 
定理 4.6 APE), W 


wr 4 Sf = -flm <oK,(f, Tos ae’ L>l, 
在 证 FH se FBZ av Aig E 
引 理 .5 Pa APOE t M, œ, DET, E 
A(x) =|" (db 
出 
[SrA - Aji <C| ACA) | log b! + 
其 中 suppac Bs (a)—6, +6), BAAO H ak RK, 


证 明 ”不 访 设 xo=0, IFAS 
(SrA (2) = (Dy+A) @) 


1 
~ Sin{k+ -y 
fe anit, 
sin z@y) 
以 及 
tx sin kife- y) dy 
oraw- he ay, 
出 


| (D*A) (©) — (DPA) (a) | OF Eh, (4.16) 
对 五 考虑 两 种 情形 。 首 先 , 当 ba 1/2 时 ,有 


84] Hy Sey Bochner—Ries2 32 eRe 143 
_ i, 
[3,4 — Al ores ISsA— Als 


S Aca) ]2) 2 


Hoe L 


=( SPOON etal, 


m=A41 nie 

sich 7M? fhece/ k, 
其 次 , 当 6<1/2 Rt, id J = (- 20, 26) U[-2, -2+0)U [x -4, 
A), 此 时 


LSA -As| 16% A) @)-A@! 32 
六 dr 
+{ ta) @) -A@! 3 


dr 
+ | a (Dax A) (æ) — (Df xA) Œ) Er 
- Adi + + Ís, 
显然 ,由 (4.167 式 便 得 


TC 
述 不 难看 出 
Ts<1Tl2l4- SrA] 
<C 6b, 20 =O /k, 
CA 


- [irrry 4 |f Aq@)sin K (x 一 y) 


l y, ee. de 
Va af ast x | On 


<f - 
[rr) SS lg! 


LIF A (ysin k (æ — 1) - oy Be da 


1 -m~l 
| a jæ 


i [fw” Asin k(@@~y) SY | 2% 


注意 到 


ee pen 


154 PEM THe p ee) Be A [43 


1 . dy | dx 
— A $ 一 -| 
1 ar |x Í, (y) sin de y) Jt 2y 
<C|A(é) llog b!, 


以 及 由 分 部 和 分 可 得 
| jvm (y)sin A(s- y) Hy | Omb" /#, 


由 此 推出 
ILCA) | log 6! + Ck, 
EE, 3148 W 
引 理 4.6 i A@) im ASE 4.5 HR, Ae 
> Sy Ae Aim <o, 


共 中 常数 0 与 ALL ER, 
HERR ”可 启 合 题 4.2 GE, We Wilbert 变 澳 代 赫 多 重 指 
标的 Riesz A Be, 则 引 寻 的 证 明 被 归 铺 于 如 下 水 等 式 的 成 立 ， 
E Js A- Al, 
人 二 ad 
it 7 


其 中 常数 已 与 4, 工 无 关 ，, 后 者 是 容易 证 明 的 。 事 实 上 , 4bSl/2 
时 , 引 理 4.5 的 证 明 中 已 得 到 

|S,4—-Al C/K, 
用 此 推 得 


4 b<1/2 时 ,注意 到 (BAG) AG, =, OT, 出 引 理 4.5 
和 Hardy 不 等 式 也 得 
BIS, A- Al, ALA] ogb i 


aeb llog 6! SF . AOL +0 


<O., 


引 理 证 毕 。 
IB AC 的 证 明 对 性 一 了 € A(T) 和 人 尾 一 9EE HCT), 由 


44] 临界 阶 Bochner-Riesz 19i Rit J95 
定理 4.5 可 得 
1 [Es f- fh 
Toei ? 5 人 GET 


十 - LS [Saggi 
log Li = kK ° 


因此 ,为 证 定理 ; 只 需 证 角 
[gam <CfTigla。 (4.17) 


设 Pg @) =D dn qm(z), 其 中 每 一 0w WA, ©, DKF, H 
int (S| dw}) = Egle. 
不 难看 出 
g(@) = Si hm Am(t)s 


其 中 Am) = 人 _ an(2dt, 而 zm 为 am MY. 因此， 由 引 理 
4.6 便 推 得 
$18 Li gla < Šim D Am na -Aml 


k=l Fir kal | 


<O T lhm]. 


AR, (4.17) 式 成 立 , 定理 证 毕 。 


最 后 ,要 指出 两 点 。 首 先 , 定理 4.6 的 估计 在 下 面 意义 下 是 准 
确 的 ， 存在 一 foE€ HiCT) 和 和 一 常数 Coy 使 得 


1 Sa 2 ~ 
lgl : È La fey pio Co K: ( fo EFT Ja 


se ky f0= eos 5. Ec A(T), W 
nfo= -5sindae HT), 
由 此 推出 


K, ( fo, TEE ye 010g L. 


ym, 如 注意 到 foo) =0, im] <5, 以 及 
: on fa (2) = 0, ke5, 


tt de Cr re 


196 E HE eA BF Leak 
pull 


L$ 18s fox fall. 


Togt =] , 
> 5 > hsi Hi 
=O, /low L. 


因此 , Ri TET ST FF ae, SED, SEF A.d REE CY n= 1) ERR 
NE SP AEA, 
FLERE HH oS — Aue OR BER FOR" 上 的 临界 阶 Boch- 
ner-Riesz 平均 。 为 简单 起 更， 于 面世 说 明和 定理 4.5 的 鱼 论 对 非 
事实 上 , 如 置 
| 1, 0< |z[<1/4, 
a(x) -1, I/4<le/ <1, 
0, |v] 21/2, 
if A— Cd, 0%, OFT. 不 妨 认 为 
(Sua) (0) = 2 [EEE acnay, 
i ja[ >l, _ 
(Sra) (æ) = + alm i anc D anay 
-1 1p ‘ysinke—-y) y) 
TC ot”) 
Adit da, 


a (y)dy 


An He Af HG 
Tila ahah) — e7 rg (— fy | 
= -ipia sin ke] 


= yhing |s: në £ [sin kej 
k =| 
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以 及 
1/2 | a (4) | oo t 
[Es <| a ay ge 
由 此 推出 
[ [Erao (x) de=, 
=I 


1 
= lF] 


因此 ,定理 #.5 的 铺 论 对 非 局 期 峭 形 是 不 成 立 的 。 
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